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
Le domaine des nanosciences a connu un développement rapide du fait de la richesse et
de la variété des applications potentielles (électronique, optique, catalyse, etc). Les agrégats
ou nanoparticules bimétalliques, constitués d’un faible nombre d’atomes (pouvant varier de
quelques dizaines à quelques milliers), s’inscrivent dans ce cadre. En jouant sur la taille, la
morphologie, la composition et la répartition chimique des atomes au sein d’un agrégat, on
dispose de plusieurs leviers pour contrôler les propriétés physiques dans le but d’élaborer des
matériaux aux performances désirées. Néanmoins, ces différents paramètres sont contraints
puisqu’ils doivent respecter l’équilibre c’est-à-dire que le système doit tendre vers un mi-
nimum d’énergie libre. Il est alors essentiel de comprendre et de caractériser la répartition
d’équilibre des constituants d’un nanoalliage sur ses différents sites (typiquement les sites de
surface et de cœur).
Le développement des techniques expérimentales conduit à une caractérisation de plus
en plus précise de la répartition chimique des atomes au sein d’une nanoparticule. Mais
comment comprendre les observations expérimentales et comment les étendre à d’autres
situations sans faire à chaque fois de nouvelles expériences ? Il s’agit de donner une base
théorique à ces connaissances empiriques et de prédire ce que sera le résultat dans chaque
cas précis. Les simulations numériques permettent d’obtenir un niveau de description très fin
et donnent accès, par exemple, aux concentrations par type de sites (site d’extrémité ou de
coeur d’un nanofil, facettes d’un agrégat 3D, . . . ). Elles sont donc un outil de compréhension
et de prédiction précieux.
Mais la comparaison des simulations avec les expériences nécessite :
• d’avoir une connaissance précise des conditions expérimentales d’observation. Est-ce
que les nanoparticules sont en équilibre mutuel ou avec un réservoir, ou peuvent-elles
être considérées comme des particules isolées de concentration nominale fixée ? Du
point de vue des simulations, ces conditions correspondent aux différents ensembles
statistiques possibles. Pour les systèmes massifs cette question ne se pose pas, car le
théorème de Van Hove [1] garantit que les ensembles statistiques convergent vers le
8même état d’équilibre. Quels que soient les ensembles statistiques et les conditions
expérimentales choisis, la comparaison expérience / simulation est donc valide. En re-
vanche, dans les systèmes finis, les différents ensembles ne sont pas équivalents ; il n’est
alors possible de comparer les résultats que lorsque les expériences et les simulations
sont réalisées dans les mêmes ensembles. Le choix de l’ensemble thermodynamique
pertinent fait actuellement l’objet de débat dans le domaine des nanoalliages. Caracté-
riser et comprendre les différences dues aux conditions expérimentales n’est pas aisé ;
le premier objectif du présent travail est donc d’étudier l’influence de l’ensemble sta-
tistique sur la répartition chimique au sein d’une nanoparticule à l’aide de simulations
numériques.
• le plus souvent, les expérimentateurs élaborent une collection d’agrégats de morpho-
logie et de taille variées. A l’inverse, nombre de simulations modélisent le comportement
d’une seule nanoparticule dont la taille et la morphologie sont fixées [2, 3, 4]. Dès lors
on peut se demander quel est le comportement d’un ensemble de particules. Est-ce que
les répartitions chimiques d’équilibre au sein d’une nanoparticule isolée, d’une collec-
tion de particules de même taille, ou encore d’une collection de particules de différentes
tailles, sont identiques ? Le second objectif de ce travail est de développer une modé-
lisation qui permette de considérer soit une nanoparticule isolée, soit une distribution
monodisperse (i.e. un ensemble de nanofils de même taille) ou polydisperse (i.e. de
tailles variées) de nanoparticules.
La modélisation des nanoalliages repose sur la connaissance des diagrammes de phase
volumiques et des phénomènes de ségrégation superficielle. Il est généralement admis que la
ségrégation superficielle résulte de trois forces motrices principales, à savoir la différence des
énergies de surface, la différence de rayon atomique entre les constituants, ainsi que l’effet
d’alliage qui caractérise la tendance des constituants à se mélanger ou non en volume [5, 6].
Les nanoparticules 3D ont une géométrie complexe car elles sont constituées d’un grand
nombre de sites inéquivalents (sommets, arêtes, différents types de facettes). Leur morpho-
logie (structure icosaédrique, polyèdre de Wulf. . . ) varie en fonction de leur taille, de leur
composition et de leur environnement (particules libres ou supportées par exemple). Pour
simplifier le problème, nous avons choisi d’éliminer la difficulté liée à la morphologie en consi-
9dérant des nanofils bimétalliques de section atomique. Un nanofil est constitué d’un nombre
fini d’atomes formant une chaîne linéaire. Du fait de la présence de liaisons coupées aux
extrémités, le phénomène de ségrégation superficielle joue un rôle essentiel sur la répartition
d’équilibre des espèces chimiques au sein de la chaîne.
On peut noter que les nanofils de section atomique sont devenus une réalité expérimentale
depuis une trentaine d’années. Un grand nombre de synthèses de nanofils monométalliques
sont rapportées dans la littérature. Il est notamment possible d’obtenir des nanofils par
déposition sur une surface nanoformée (le plus souvent en bord de marche d’une surface
vicinale) [7, 8] ou par reconstruction du substrat [9, 10, 11, 12]1. Du fait de leur morphologie
particulière, ces chaînes présentent des propriétés physiques remarquables, aussi bien du
point électronique [12, 15, 18, 19, 20], que magnétique [7, 16, 21] ou plasmonique [22, 23].
Dans la littérature, il y a encore peu d’études expérimentales de nanofils bimétalliques de
section atomique [17, 24]. Cependant, si l’on en juge par l’intérêt croissant qu’a suscité
l’utilisation d’un alliage et non d’un seul élément pour les agrégats 3D, il y a fort à parier
que les nanofils bimétalliques de section atomique vont connaître le même engouement dans
les prochaines années. De plus, un certain nombre d’études théoriques montrent que les
propriétés physiques des nanofils dépendent de la répartition chimique des atomes [23], ce
qui offre un degré de maîtrise supplémentaire des propriétés, à condition de parfaitement
contrôler la répartition chimique à l’équilibre des atomes.
Nous étudions la répartition chimique des atomes au sein d’un nanofil à l’aide d’un
modèle d’Ising avec des interactions de paire entre premiers voisins. Si, dans ce formalisme
sur réseau rigide, les effets élastiques dus à la différence de rayon atomique ne sont pas pris
en compte, les deux autres moteurs de la ségrégation (la différence des énergies de surface et
l’effet d’alliage) entrent bien en jeu. La simplicité du système permet d’obtenir un formalisme
analytique exact à partir du dénombrement de l’ensemble des configurations accessibles au
système.
Ce modèle très simple permet également de considérer un co-dépôt unidimensionnel.
1Il est aussi possible d’obtenir des chaînes atomiques auto-supportées [13, 14, 15] ou des chaînes obtenues
à très basse température par déplacement des atomes à l’aide d’un microscope STM [16, 17], mais ces nanofils
ne sont pas à l’équilibre et ne peuvent donc pas être simulés proprement avec notre formalisme.
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Pour un co-dépôt inférieur à la monocouche, les atomes sont regroupés en nanofils alliés
de différentes tailles séparés par des nanofils lacunaires de taille variable. Pour un système
unidimensionnel, il est encore possible d’obtenir une description exacte d’un co-dépôt à
l’équilibre thermodynamique2.
Les nanofils constituent donc un système modèle idéal pour étudier conjointement :
• l’influence de la longueur du nanofil sur la ségrégation ;
• l’influence de l’ensemble statistique considéré, afin d’établir le lien entre l’équilibre
d’un nanofil isolé lorsque sa concentration nominale est fixée (ensemble canonique) et
d’une collection de nanofils de même taille en équilibre mutuel ou avec un réservoir
(ensemble pseudo-grand canonique, noté p-GC) ;
• l’équilibre d’un ensemble polydisperses de nanofils (ensemble grand-canonique, noté
GC).
Ce travail s’articule autour de deux parties. Dans la première partie, nous nous intéressons
à l’équilibre d’un nanofil. Le chapitre 1 décrit les méthodes employées, à savoir un formalisme
exact issu de la détermination des fonctions de partition, ainsi que des méthodes approchées
de type champ moyen qui sont fréquemment utilisées pour des systèmes de plus grande
dimensionnalité. Nous étudions dans le chapitre 2 l’influence de la longueur de la chaîne et
de l’ensemble statistique sur le phénomène de ségrégation dans le cas d’un alliage formant une
solution solide idéale. Nous montrons que, même en absence d’effet d’alliage, les ensembles
statistiques ne sont pas équivalents pour les petites chaînes. Nous proposons une méthode
qui permet d’expliquer et de quantifier l’écart entre les ensembles. Cette étude est étendue
dans le chapitre 3 au cas d’un alliage à tendance à la démixtion, à savoir l’alliage Cu-
Ag qui a fait l’objet de nombreuses études aussi bien théoriques qu’expérimentales [25,
26, 27, 28]. Ce chapitre débouche sur la détermination d’un diagramme de bimodalité qui
est le pendant d’un diagramme de phase pour les systèmes de petite taille. Outre l’intérêt
intrinsèque de caractériser la ségrégation en fonction de l’alliage, de la taille du nanofil et
de l’ensemble statistique, l’étude des nanofils donne des pistes rigoureuses pour les systèmes
finis de dimension supérieure.
2Tous les formalismes exacts développés dans ce travail ont été validés à l’aide de simulations Monte
Carlo qui ne seront pas présentées dans ce mémoire.
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La deuxième partie du manuscrit, consacrée à l’étude de la structure et de la composition
d’équilibre d’un co-dépôt inférieur à la monocouche, repose sur les résultats de la première
partie. Nous développons dans le chapitre 4 un formalisme qui décrit à toutes les échelles
et de manière exacte un co-dépôt à l’équilibre par une description en amas et par CVM
de paires(Cluster Variation Method). Ainsi, nous déterminons l’ensemble des grandeurs ma-
croscopiques (isotherme et isothermes partielles relatives aux deux espèces), mésoscopiques
(densité totale de nanofils, distribution en taille de nanofils atomiques et lacunaires) et mi-
croscopiques (concentration des différents sites d’un nanofil, quelle que soit sa taille). Le
chapitre 5 est consacré à l’étude d’un co-dépôt dans le cas d’un alliage formant une solution
solide idéale et à la comparaison des résultats avec ceux des mono-dépôts des deux consti-
tuants de l’alliage. Cette comparaison met en lumière le rôle des hétérogénéités chimiques
liées à la ségrégation aux extrémités des nanofils sur les isothermes et sur les distributions en
taille de nanofils. L’étude de la microstructure et de la répartition chimique des constituants
d’un co-dépôt pour un alliage à tendance à la démixtion est présentée dans le chapitre 6.
Nous illustrons la diversité des configurations possibles en fonction de la taille des nanofils.
En particulier, nous dégageons les conditions propices à l’observation expérimentale de la
coexistence de nanofils de même longueur présentant des configurations chimiques différentes.
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Première partie
Du nanofil isolé à un ensemble de
nanofils monodisperse
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La modélisation du comportement thermodynamique des nanofils alliés AcB1−c, dont
la longueur (ou le nombre total d’atomes) n est fixée, s’appuie sur la connaissance des
diagrammes de phases volumiques et des phénomènes de ségrégation superficielle. La dé-
termination de la répartition chimique à l’équilibre des atomes A et B au sein du nanofil
nécessite de choisir l’ensemble statistique pertinent pour pouvoir comparer avec les résultats
expérimentaux. Du fait de la faible dimension des nanoparticules, le milieu extérieur joue
un rôle de thermostat et impose une température donnée au système. Les deux ensembles
statistiques possibles pour décrire une nanoparticule sont :
• L’ensemble canonique qui permet de simuler un système fermé pour lequel il n’y a
pas d’échange de matière avec le milieu extérieur ; nous dirons alors que le nanofil est
isolé. Le nombre d’atomes de chaque espèce est alors fixé. Des inversions entre un atome
A et un atome B au sein du nanofil sont possibles sans que la concentration nominale
ne change et le nanofil a accès a plusieurs configurations (micro-états). Il est possible
de déterminer la différence des potentiels chimiques entre les espèces ∆µ = µA − µB
ainsi que les concentrations des différents sites du nanofil, les concentrations de paire,
les susceptibilités ainsi que la concentration d’interface AB. Ces grandeurs d’équilibre
prennent en compte l’ensemble des configurations accessibles au nanofil.
• L’ensemble pseudo-grand canonique (p-GC) qui permet de simuler un nanofil en
équilibre avec un réservoir. Il peut alors y avoir un échange entre un atome A (resp.
B) du nanofil et un atome B (resp. A) du réservoir de sorte que la concentration
nominale de la chaîne peut fluctuer. Ce réservoir peut par exemple être une phase
vapeur dans le cas d’une déposition physique en phase vapeur. Il peut également être
constitué d’un ensemble de nanofils en interaction (i.e. pouvant échanger des atomes).
La dimension du réservoir est suffisamment grande pour que ces échanges aient une
influence négligeable sur ∆µ qui est alors imposé au nanofil. On détermine dans ce
cas la concentration nominale moyenne du nanofil ainsi que les différentes grandeurs
d’équilibre également obtenues en canonique.
La différence essentielle entre ces deux ensembles est donc que la concentration nominale
est imposée dans l’ensemble canonique et ∆µ est déterminé alors que dans l’ensemble p-GC,
∆µ est imposé et la concentration nominale moyenne est déterminée.
15
Si l’équivalence des deux ensembles est garantie par le théorème de Van Hove [1] pour un
système infini, cela n’est plus le cas pour des nanoparticules. L’objectif est de caractériser
les grandeurs d’équilibre et d’étudier leurs évolutions en fonction de la longueur du nanofil,
de la température et des paramètres énergétiques du système pour chaque ensemble thermo-
dynamique. Nous nous attacherons également à caractériser et à comprendre les différences
observées entre les deux ensembles.
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Chapitre 1
M	 	
usc
1.1 Modèle énergétique
Dans le cadre de cette étude, nous utilisons une description en interactions de paire sur
réseau. Nous considérons une chaîne linéaire de longueur n contenant nA atomes A et nB
atomes B avec n = nA + nB et dont la concentration nominale vaut c = nA/n. L’énergie
interne de l’alliage AcB1−c est alors donnée par l’Hamiltonien d’Ising [29] :
H[
{
pJi
}
] =
1
2
∑
I,J=A,B
∑
i,j =i
pIi p
J
j V
IJ
ij , (1.1)
où V IJij est l’énergie d’interaction entre un atome de type I sur le site i et un atome de
type J sur le site j (I, J = A,B).
{
pIi
}
est l’ensemble des facteurs d’occupation des sites i
(1 < i < n) tel que pIi vaut 1 si le site i est occupé par un atome de type I (I = A,B) et 0
sinon.
{
pJi
}
permet de définir le micro-état (i.e. la configuration) de la chaîne. La portée des
interactions est limitée aux sites premiers voisins. De plus les interactions entre deux sites
i et j premiers voisins sont indépendantes des sites i et j considérés. Ainsi, V IJij = VIJ si
les sites i et j sont premiers voisins et 0 sinon. Pour un alliage binaire AcB1−c, sans défaut
ponctuel, on pose pAi = 1− pBi = pi. En prenant comme référence énergétique, l’énergie d’un
nanofil pur B de longueur n, l’équation (1.1) se ramène alors à :
H[{pi}] = (τ − V )
(
p1 + pn + 2
n−1∑
i=2
pi
)
+ 2
n−1∑
i=1
pipi+1V, (1.2)
avec :
• τ = 1
2
(VAA − VBB) qui est proportionnel à la différence des énergies de cohésion
des métaux purs,
• V = 1
2
(VAA + VBB − 2VAB) qui caractérise l’énergie mise en jeu lors du processus
de formation de paires homoatomiques AA et BB à partir de deux paires hétéroato-
miques AB. Un alliage à tendance à l’ordre, i.e. qui favorise la formation de paires
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hétéroatomiques, a une valeur de V positive, alors qu’une valeur négative traduit une
tendance à la démixtion (i.e. à la formation de paires homoatomiques). Quand V est
nul, l’alliage forme une solution solide idéale.
Pour connaître l’Hamiltonien d’un nanofil, il n’est pas nécessaire de connaître tous les
facteurs d’occupation. La connaissance du nombre d’atomes A du nanofil (nA =
∑n
i=1 pi),
du nombre de liaisons AB (nAB = n −
∑n−1
i=1 pipi+1) et du nombre d’atomes A présents en
bord (nAbord = p1 + pn) est suffisante. Dans l’ensemble canonique l’Hamiltonien, noté H
C,
vaut :
HC[nA, nAB, nAbord] = (2nA − nAbord) τ − nABV. (1.3)
Dans l’ensemble p-GC, la composition chimique de la chaîne est contrôlée par l’intermé-
diaire de la différence de potentiel chimique ∆µ. L’Hamiltonien p-GC, noté HP , s’écrit :
HP = HC − nA∆µ. (1.4)
On peut noter que lorsque τ = 0, HP permet également de décrire une chaîne de spins
avec interactions premiers voisins sans champ magnétique extérieur [30].
Du fait de leur relative simplicité, des systèmes à une dimension ont régulièrement été
utilisés comme système modèle car leur équilibre peut généralement être déterminé de ma-
nière exacte. Ainsi, la chaîne 1D a été utilisée comme premier support du modèle d’Ising [31],
pour valider la "Cluster Variation Method" (CVM) [32], ou encore pour étudier les effets
des conditions de bord sur les fonctions de renormalisation pour l’étude des transitions de
phase [33].
Parmi les approches utilisées pour simuler l’équilibre d’un nanofil dans un formalisme
d’Ising, nous distinguons les approches de type dénombrement et les approches de type
champ moyen (CM).
1.2 Approches de type dénombrement
1.2.1 Principe
Les approches de type dénombrement calculent la fonction de partition du système en
considérant l’ensemble des configurations qui sont accessibles au système [30, 31, 34]. Ces
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approches sont exactes quel que soit le système considéré mais elles sont difficiles à utiliser
pour des systèmes 2D et 3D car il faut prendre en compte toutes les configurations possibles.
Pour caractériser exhaustivement l’équilibre d’un système dans un ensemble statistique
E, il faut connaître la densité de configuration ρE [{pi}] qui donne la probabilité que le
système dans l’ensemble statistique E ait une configuration {pi}. Pour un système et une
température donnés, ρE [{pi}] est proportionnelle au poids de Boltzmann e−
HE [{pi}]
kBT associé à
cette configuration. Ainsi, plus une configuration a une énergie faible (i.e. négative), plus elle
est probable. Pour déterminer la valeur exacte de la probabilité ρE [{pi}], il faut normaliser
le poids de Boltzmann de la configuration considérée par la fonction de partition ZE du
système :
ρE [{pi}] = e
−βHE [{pi}]
ZE
. (1.5)
ZE est la somme des poids de Boltzmann de toutes les configurations possibles dans l’en-
semble statistique E :
ZE =
∑
{pi}∈E
e−βH
E [{pi}], (1.6)
où la somme est réalisée sur toutes les configurations {pi} possibles dans l’ensemble statis-
tique E . La connaissance de la fonction de partition permet donc de déterminer la probabilité
de n’importe quelle configuration (puisque l’énergie interne d’une configuration est connue
quelle que soit la configuration). Mais il y a un grand nombre de configurations accessibles
à un nanofil et il est très difficile d’analyser l’équilibre à partir des probabilités de chacune
des configurations. Il est alors nécessaire d’étudier des grandeurs moyennes qui fournissent
des informations essentielles sur l’équilibre [35].
La moyenne thermodynamique 〈Q〉E d’une quantité Q dans l’ensemble statistique E est
donnée soit à l’aide de la densité de configuration :
〈Q〉E =
∑
{pi}∈E
Q [{pi}] ρE [{pi}] , (1.7)
soit de manière équivalente à l’aide des fonctions de partition :
〈Q〉E =
∑
{pi}∈E Q [{pi}] e−βH
E [{pi}]
ZE
, (1.8)
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où Q [{pi}] est la valeur de Q pour la configuration {pi}.
Un nanofil présente des sites inéquivalents puisque les sites situés en bord n’ont qu’un seul
atome voisin alors que les sites situés en cœur en ont deux. Cela va induire un phénomène
de ségrégation : les sites de bord vont s’enrichir en une espèce chimique relativement aux
sites de cœur. A notre connaissance ce phénomène n’a pas été étudié en détail pour une
chaîne mono-atomique. Les publications considèrent soit une chaîne de longueur infinie pour
laquelle il n’y a pas de ségrégation puisqu’il n’y a pas de bord [32, 33, 34, 36], soit une
chaîne finie de spins avec interaction ferromagnétique pour laquelle τ = 0 et pour laquelle la
ségrégation n’est pas le phénomène principal [35, 37]. La grandeur pertinente pour étudier
la ségrégation est le profil de concentration [38, 39, 40] qui est donné par la concentration
cEi = 〈pi〉E sur un site et qui vaut :
cEi =
ZEpi=1
ZE
, (1.9)
où ZEpi=1 =
∑
{pj}∈E pie
−βHE [{pj}] est la fonction de partition de l’ensemble E restreinte
aux configurations où le site i est occupé par un atome A.
La concentration nominale du nanofil cE = 〈nA〉
n
est reliée au profil de concentration par
la relation suivante :
cE =
1
n
n∑
i=1
cEi . (1.10)
Le profil de concentration fournit des informations essentielles sur l’équilibre chimique.
Mais la connaissance de ce profil est insuffisante pour caractériser exhaustivement l’équilibre.
La figure 1.1 illustre le fait que deux systèmes très différents peuvent conduire au même pro-
fil de concentration. Le système 1, pour lequel seules les deux configurations parfaitement
ordonnées sont possibles (et équiprobables), et le système 2, pour lequel seules les configura-
tions pure A et pure B sont possibles (et équiprobables), ont le même profil de concentration.
Bien que ces deux systèmes ont le même profil de concentration il est évident qu’ils n’auront
pas les mêmes propriétés physiques puisque les interfaces jouent un rôle essentiel notamment
en magnétisme ou en optique [35, 41, 23].
La connaissance du profil de concentration ne fournit pas d’information sur les corréla-
tions locales entre les espèces chimiques entre deux sites i et j. La connaissance des concen-
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Système 1 Système 2
Profil de concentration
F
. 1.1: Illustration du fait que le profil de concentration ne fournit pas une information exhaustive
sur l’équilibre puisque deux systèmes différents peuvent avoir le même profil de concentration.
Dorénavant, la couleur rouge (resp. bleu) sera associée à l’espèce chimique A (resp. B).
trations de paire permet de caractériser ces corrélations chimiques et ainsi de distinguer le
système 1 du système 2. La concentration de la paire AA sur les sites i et j (i et j ne sont
pas nécessairement premiers voisins), cEAiAj = 〈pipj〉E , donne la probabilité que ces deux
sites soient occupés simultanément par des atomes A. Cette concentration de paire peut être
déterminée à partir des fonctions de partitions et à l’aide de la relation suivante :
cEAiAj =
ZEpi=pj=1
ZE
, (1.11)
où ZEpk=pk+1=1 =
∑
{pk}∈E pipje
−βHE [{pk}] est la fonction de partition de l’ensemble E res-
treinte aux configurations pour lesquelles deux atomes A sont présents sur les sites i et
j.
Les autres concentrations de paire (AB, BA et BB) peuvent être déterminées à partir
de cEAiAj et du profil de concentration à l’aide des relations suivantes :
cEAiBj = c
E
i − cEAiAj ,
cEBiAj = c
E
j − cEAiAj ,
cEBiBj = 1− cEi − cEj + cEAiAj .
(1.12)
La concentration moyenne d’interface XY au sein d’un nanofil est déterminée à partir
du profil de concentration de paire premier voisin :
cEXY =
1
n− 1
n−1∑
i=1
cEXiYi+1 . (1.13)
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Pour caractériser les corrélations, il est souvent plus judicieux d’étudier la susceptibilité ou
les paramètres d’ordre qui sont une combinaison des concentrations de paire et des concen-
trations de site. La susceptibilité est définie de la manière suivante :
χEij =
〈pipj〉E − 〈pi〉E〈pj〉E
kBT
=
cEAiAj − cEi cEj
kBT
. (1.14)
Pour une valeur positive (resp. négative) de χEij, les paires homo (resp. hétéro)atomiques
sont favorisées. La présence d’un atome A sur le site i favorise alors la présence d’un atome
A (resp. B) sur le site j. Le paramètre d’ordre αij est également fréquemment utilisé pour
son caractère adimentionnel [36, 42] :
βαEij =
χEij
cEi c
E
j
, (1.15)
où β = 1/kBT .
Comme ce paramètre d’ordre est directement relié à la susceptibilité, il apporte sensi-
blement les mêmes informations que la susceptibilité et nous étudierons uniquement cette
dernière.
Toutes les grandeurs considérées s’expriment à l’aide de fonctions de partition et ce quel
que soit l’ensemble statistique considéré. Il s’agit maintenant de déterminer ces fonctions de
partition pour l’ensemble canonique et pour l’ensemble p-GC.
1.2.2 Ensemble canonique
1.2.2.1 Fonction de partition
D’après la relation (1.3), l’énergie d’un nanofil de n atomes dans l’ensemble canonique
ne dépend que de nA, nAB et nAbord. Soit Z
C[n,nA]
nAB ,nAbord la fonction de partition d’un nanofil
canonique de longueur n contenant nA atomesA, restreinte aux configurations pour lesquelles
le nombre de liaisons AB vaut nAB et le nombre d’atomes A présents en bord vaut nAbord.
Comme pour nA, nAB et nAbord fixés, l’énergie interne est constante, nous avons :
ZC[n,nA]nAB ,nAbord = g [n, nA, nAB, nAbord] e
−βH[nA,nAB ,nAbord], (1.16)
où
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g [n, nA, nAB, nAbord] =
(
2
nAbord
)(
nA − 1
nAB+nAbord
2
− 1
)(
n− nA − 1
nAB−nAbord
2
)
, (1.17)
est le nombre de manières de répartir nA atomes A et nB = n − nA atomes B sur n sites
sachant qu’il doit y avoir nAbord atomes A sur les sites de bord et nAB liaisons AB. Le premier
terme correspond au nombre de manières de répartir les nAbord atomes A de bord parmi les
2 sites de bord. Le second (resp. troisième) terme correspond au nombre de manières de
répartir les nA (resp. nB) atomes A (resp. B) en
nAB+nAbord
2
−1 (resp. nAB−nAbord
2
) groupements
d’atomes A (resp. B).
Il est possible de déterminer la fonction de partition canonique à partir de Z
C[n,nA]
nAB,nAbord en
considérant l’ensemble des valeurs possibles de nAbord et de nAB selon la relation suivante :
ZC[n,nA] =
2∑
nAbord=0
imax∑
i=imin
Z
C[n,nA]
nAB=2i+nAbord,nAbord,
(1.18)
avec imin = min [δnAbord,0, nB − 1, nA] et imax = min [nA − nAbord, nB − 1] .
où δi,j est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 autrement. La sommation
ainsi réalisée permet de considérer tous les couples (nAbord, nAB) possibles tout en prenant
bien en compte le fait que nAB et nAbord ont nécessairement la même parité.
1.2.2.2 Fonctions de partitions restreintes
Pour déterminer le profil de concentration, il faut déterminer ZC[n,nA]pk=1 la fonction de
partition restreinte aux configurations pour lesquelles le site k est occupé par un atome A.
Commençons par déterminer le cas particulier où le site k correspond à un site de bord
(k = 1 ou k = n). Dans ce cas, nAbord ne peut pas être nul et cette fonction de partition
contrainte s’exprime de manière similaire à la fonction de partition d’un nanofil :
Z
C[n,nA]
p1=1
= Z
C[n,nA]
pn=1 =
2∑
nAbord=1
imax∑
i=imin
1(
2
nAbord
)ZC[n,nA]nAB=2i+nAbord,nAbord , (1.19)
avec imin = min [δnAbord,0, nB − 1] et imax = min [nA − nAbord, nB − 1] .
Le terme 1/
(
2
nAbord
)
permet de prendre en compte le fait qu’en présence d’un seul atome
A en bord, celui-ci ne peut être que du côté gauche (resp. droit) si la contrainte est imposée
sur le premier (resp. dernier) site du nanofil.
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kn =1
12 +−= knn
F
. 1.2: Un nanofil de n atomes contraint par la présence d’un atome A sur le site k peut être
vu comme étant constitué d’un nanofil de longueur n1 = k dont le dernier site est occupé par un
atome A et d’un nanofil de longueur n2 = n− k + 1 dont le premier site est occupé par un atome
A.
Revenons maintenant au cas où k est quelconque. Un nanofil de longueur n dont le site k
est occupé par un atome A peut être vu comme étant constitué de deux sous-nanofils (figure
1.2). Notons nA1 et nB1 (resp. nA2 et nB2) le nombre d’atomes A et B du premier (resp.
deuxième) sous-nanofil. La fonction de partition du sous-nanofil de gauche (resp. droite) vaut
Z
C[n,nA1]
p1=1 (resp. Z
C[n,nA2]
p1=1 ). Du fait de la contrainte de composition la relation suivante doit être
vérifiée : nA1+nA2 = nA et il suffit de fixer nA1 pour fixer nB1, nA2 et nB2 selon les relations
suivantes : nB1 = k − nA1, nA2 = nA − nA1 + 1 et nB2 = nB − k + nA1. Comme nA1 peut
varier entre max [1, k − nB1] et min [k, nA], ZC[n,nA1]pk=1 s’exprime selon la relation suivante :
ZC[n,nA]pk=1 =
min[k,nA]∑
nA1=max[1,k−nB ]
ZC[n1=k,nA1]p1=1 Z
C[n2=n−k+1,nA2=n2−nA1+1]
p1=1
. (1.20)
A noter que cette relation n’est pas valable pour k = 1 ou k = n (il faut alors utiliser
(1.19)).
De manière similaire, pour déterminer la fonction de partition restreinte aux configura-
tions pour lesquelles les sites i et j sont occupés par des atomes A, Z
C[n,nA]
pi=pj=1
, nous pouvons
diviser le nanofil en 3 sous-nanofils. Notons nA1, nA2 et nA3 le nombre d’atomes A du pre-
mier, deuxième et troisième sous-nanofils. La composition de chacun des nanofils peut varier
mais comme la composition totale du nanofil est imposée, ces compositions doivent vérifier
la relation suivante nA1 + nA2 + nA3 = nA + 2 (le terme +2 provient du fait que les atomes
A contraints sont comptés deux fois). L’expression suivante de la fonction de partition res-
treinte du nanofil permet de prendre en compte l’ensemble des répartitions possibles des nA
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atomes A parmi les 3 sous-nanofils :
Z
C[n,nA]
pi=pj=1
=
i2∑
nA1=i1
i4∑
nA2=i3
Z
C[n1=i,nA1]
p1=1
Z
C[n2=j−i+1,nA2]
p1=pn2=1
Z
C[n3=n−j+1,nA3=nA−nA1−nA2+2]
p1=1
, (1.21)
avec i1 = max [1, i− nB], i2 = min [i, nA − 1],i3 = max [2, j + 1− nB − nA1] et
i4 = min [j − i+ 1, nA − nA1 + 1]. ZC[n,nA]p1=pn=1 représente la fonction de partition de com-
position nA d’un nanofil de longueur n dont les deux bords sont occupés par des atomes A
et vaut :
Z
C[n,nA]
p1=pn=1
=
min[nA−2,nB−1]∑
i=min[0,nB−1]
Z
C[n,nA]
nAB=2(i+1),nAbord=2
. (1.22)
1.2.2.3 Différence de potentiel chimique
Un des objectifs de cette thèse est d’étudier l’influence du choix de l’ensemble statistique
sur l’équilibre de systèmes finis. Il faut donc avoir une référence commune. Il est possible de
comparer les ensembles canonique et p-GC pour une même concentration nominale. Dans
ce cas la valeur de ∆µ de l’ensemble p-GC est choisie telle que la concentration moyenne
d’équilibre soit égale à la concentration nominale imposée dans l’ensemble canonique. Il est
également possible de comparer les isothermes des deux ensembles en fonction de ∆µ. Cela
nécessite de déterminer la différence de potentiel chimique dans l’ensemble canonique. ∆µC
est la dérivée de l’énergie libre en fonction de la concentration nominale : ∆µC = 1
n
∂FC
∂c
où
F C = −kBT lnZC est l’énergie libre de la chaîne dans l’ensemble canonique. La concentration
du nanofil ne peut prendre que des valeurs discrètes car le nombre d’atomes A de la chaîne
est un entier. Pour calculer la différence de potentiel chimique il est alors nécessaire de
considérer une dérivée discrète :
∆µC[n,nA] =
1
2
(
F C[n,nA+1] − F C[n,nA−1]) . (1.23)
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1.2.3 Ensemble p-GC
1.2.3.1 Fonction de partition
Dans l’ensemble p-GC, la sommation sur les facteurs d’occupation peut se faire de manière
indépendante pour chacun des facteurs d’occupation et la relation (1.6) devient :
ZP[n,∆µ] =
1∑
pn=0
1∑
pn−1=0
...
1∑
p1=0
e−βH
P[n,∆µ][{pi}]. (1.24)
Lorsqu’Ising a introduit le modèle qui porte son nom [31], il l’a appliqué au cas d’une
chaîne infinie de spins avec des interactions ferromagnétiques aux premiers voisins et a sim-
plifié l’expression (1.24). Quelques années plus tard, Kramers et Wannier ont obtenu le même
résultat à l’aide d’une méthode de récursion [30]. Nous utilisons la même démarche (annexe
A) en prenant en compte le paramètre τ pour exprimer ZP[n,∆µ] :
ZP[n,∆µ] =
S0
2
(
λn−11 + λ
n−1
2
)
+
∆0
2
√
∆1
(
λn−11 − λn−12
)
, (1.25)
où Si = e
β(−iτ+∆µ)+1 représente la fonction de partition d’un site ayant i atomes voisins
dans le cas V = 0, où le terme ∆i = 4e
β((i+1)(V−τ)+∆µ) +
(
eβ(−2iτ+∆µ) − 1) (eβ(−2τ+∆µ) − 1)
permet de prendre en compte la nature chimique des atomes voisins et où λ1 =
S2+
√
∆1
2
, λ2 =
S2−
√
∆1
2
sont les valeurs propres de la matrice de transfert de la relation (A.2).
1.2.3.2 Fonction de partition restreinte
Déterminons maintenant Z
P[n,∆µ]
pk=1
. Un nanofil de longueur n dont le site k est contraint
par la présence d’un atome A peut être construit à partir d’un nanofil de longueur n1 = k
dont le dernier site est occupé par un atome A et d’un nanofil de longueur n2 = n−k+1 dont
le premier site est un atome A (figure 1.2). Quels que soient les facteurs d’occupation des
sites i 	= k, l’Hamiltonien du nanofil de longueur n s’exprime en fonction de l’Hamiltonien
des deux sous-nanofils : H
P[n,∆µ]
pk=1
= H
P[n1,∆µ]
pn1=1
+ H
P[n2,∆µ]
p1=1 + ∆µ. Le terme +∆µ permet de
prendre en compte le fait que l’atome contraint ne doit être pris en compte qu’une seule
fois. Comme les facteurs d’occupation du sous-nanofil de longueur n1 sont indépendants des
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facteurs d’occupation du sous-nanofil de longueur n2, la fonction de partition du nanofil
s’exprime à partir des fonctions de partition contraintes des sous-nanofils :
Z
P[n,∆µ]
pk=1
= Z
P[k,∆µ]
pk=1
Z
P[n−k+1,∆µ]
p1=1
e−
∆µ
kT = Z
P[k,∆µ]
pk=1
Z
P[n−k+1,∆µ]
pn−k+1=1
e−
∆µ
kT . (1.26)
Z
P[k,∆µ]
pk=1
et Z
P[n−k+1,∆µ]
pn−k+1=1
peuvent être exprimés à l’aide de la relation (A.4 de l’annexe A).
(1.26) devient alors :
Z
P[n,∆µ]
pk=1
= e−
∆µ
kT
(1 0)PΛk−1P−1
 e∆µkT
1
(1 0)PΛn−kP−1
 e∆µkT
1
 (1.27)
où Λ représente la matrice diagonale des valeurs propres (annexe A) et P la matrice de
passage permettant de diagonaliser la matrice de transfert de la relation (A.2), définie par
la relation (A.6).
D’après la relation (1.11), pour déterminer les concentrations de paire c
P[n,∆µ]
AiAj
, il faut dé-
terminer la fonction de partition Z
P[n,∆µ]
pk=pk+1=1
de l’ensemble p-GC restreinte aux configurations
pour lesquelles les sites i et j sont occupés par des atomes A. De manière similaire au calcul
précédent, il est possible de diviser le nanofil en 3 sous-nanofils. Les fonctions de partition de
chacune des sous-chaînes sont indépendantes les unes des autres et la fonction de partition
du nanofil de longueur n est proportionnelle au produit des fonctions de partition de chacune
des sous-chaînes :
Z
P[n,∆µ]
pi=pj=1
= Z
P[n1=i,∆µ]
p1=1 Z
P[n2=j−i+1,∆µ]
p1=pn2=1
Z
P[n3=n−j+1,∆µ]
p1=1 e
−2β∆µ, (1.28)
où le terme e−2β∆µ permet de ne pas prendre en compte 2 fois les atomes A contraints.
Z
P[n,∆µ]
p1=pn=1
est la fonction de partition d’un nanofil de longueur n dont les deux bords sont
occupés par des atomes A et vaut :
Z
P[n,∆µ]
p1=pn=1
=
(
1 0
)
PΛn−1P−1
 e∆µkT
0
 . (1.29)
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1.2.3.3 Distribution en concentration
Dans l’ensemble p-GC, la concentration est libre de fluctuer. Les fluctuations en concen-
tration sont caractérisées par la distribution en concentration (DEC) définie par la probabilité
ρP[n,∆µ]nA qu’un nanofil de n atomes contienne nA atomes A. Cette DEC est déterminée à partir
des fonctions de partitions Z
P[n,∆µ]
nA d’une chaîne restreinte au configurations de composition
nA :
ρP[n,∆µ]nA =
Z
P[n,∆µ]
nA
ZP[n,∆µ]
. (1.30)
L’ensemble des configurations accessibles à une chaîne de composition nA fixée dans
l’ensemble p-GC correspond exactement à l’ensemble des configurations accessibles à une
chaîne dans l’ensemble canonique de composition nA. La fonction de partition contrainte
Z
P[n,∆µ]
nA peut être exprimée à l’aide de la fonction de partition canonique correspondant et
en prenant en compte la différence entre l’Hamiltonien canonique et l’Hamiltonien p-GC :
ZP[n,∆µ]nA = e
βnA∆µZC[n,nA]. (1.31)
Notons que la fonction de partition p-GC peut être obtenue à partir des fonctions de
partitions canoniques à l’aide de la relation suivante :
ZP[n,∆µ] =
∑
nA
ZP[n,∆µ]nA =
∑
nA
eβnA∆µZC[n,nA], (1.32)
puisque l’ensemble p-GC pour une valeur donnée de ∆µ est une moyenne pondérée de sous-
ensembles canoniques de différentes compositions.
A l’aide de (1.8) et de (1.30), il est possible d’exprimer une grandeur d’équilibre 〈Q〉P[n,∆µ]
de l’ensemble p-GC en fonction cette même grandeur d’équilibre 〈Q〉C[n,nA] dans l’ensemble
canonique par l’intermédiaire de la DEC :
〈Q〉P[n,∆µ] =
n∑
nA=0
ρP[n,∆µ]nA 〈Q〉C[n,nA] (1.33)
Nous appliquerons notamment cette relation pour relier le profil de concentration p-GC
au profil de concentration canonique :
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cP[n,∆µ]p =
n∑
nA=0
ρP[n,∆µ]nA c
C[n,nA]
p . (1.34)
La concentration moyenne d’un nanofil dans l’ensemble p-GC est obtenue soit à partir
du profil de concentration p-GC (1.9) et l’aide de la relation (1.10) soit à partir de la DEC :
cP[n,∆µ] =
n∑
nA=0
nA
n
ρP[n,∆µ]nA . (1.35)
Les formules (1.31-1.34) fournissent une relation de passage exacte entre l’ensemble cano-
nique et l’ensemble p-GC et constituent un outil efficace pour étudier l’influence de l’ensemble
statistique sur l’équilibre. Il est important de noter que la relation (1.33) n’est pas valable
pour une grandeur telle que la susceptibilité puisque celle-ci est une combinaison de gran-
deurs moyennes et n’est pas définie pour une seule configuration mais pour un ensemble de
configurations.
D’après (1.34), la DEC est la clef de passage de l’ensemble canonique à l’ensemble p-GC.
Il peut être intéressant d’étudier la variance de la DEC qui caractérise l’étalement de celle-ci
et donc l’importance des fluctuations. La variance σ2 peut se calculer de manière équivalente
par [29] :
σ2 =
1
n
∂cP
∂ (β∆µ)
, (1.36)
ou à l’aide de la DEC par :
σ2 =
n∑
nA=0
(nA
n
− cP
)2
ρP[n,∆µ]nA . (1.37)
La relation (1.36) montre qu’à la limite thermodynamique, c’est à dire lorsque n→∞, la
variance tend vers 0 (sauf s’il y a une transition de phase puisque ∂c
P
∂(β∆µ)
diverge). La distri-
bution en concentration est alors un pic de Dirac et les deux ensembles thermodynamiques
sont équivalents [1].
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L’ensemble canonique et l’ensemble p-GC ne sont pas équivalents pour un nano-
fil : pour une valeur de ∆µ donnée, l’ensemble p-GC est une moyenne pondérée de
sous-ensembles canoniques de différentes compositions (1.32). Rappelons que dans
l’ensemble canonique on considère un nanofil isolé sans échange avec l’extérieur
alors que dans l’ensemble p-GC le nanofil est en équilibre avec un réservoir. Que
se passe-t-il si nous considérons maintenant un ensemble d’objets ? Lorsqu’un en-
semble de nanofils est en équilibre avec un réservoir (i.e. dans l’ensemble p-GC),
chaque nanofil peut être considéré indépendamment des autres nanofils de sorte que
l’équilibre est équivalent à l’équilibre d’un nanofil dans l’ensemble p-GC. Considé-
rons maintenant un ensemble de nanofils de taille n dans l’ensemble canonique. La
composition de cet ensemble de nanofils est fixée sans que la composition de chacun
des nanofils soit directement imposée. Si ces nanofils sont suffisamment nombreux
et s’ils peuvent échanger des atomes les uns avec les autres, ils jouent alors office de
réservoir les uns pour les autres et l’équilibre du système est équivalent à l’équilibre
d’un nanofil dans l’ensemble p-GC. Ces considérations qui nous seront utiles dans
la suite sont synthétisées dans la figure (1.3).
p-GC
Cano
Ensemble de 
nanofils de taille n1 nanofil 
nA nB
nA nB
µA µB µA µB
F
. 1.3
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1.2.4 Cas particulier : alliage formant une solution solide idéale
L’énergie interne (1.2) d’un nanofil dépend des deux paramètres énergétiques (τ , V ) qui
gouvernent les principales tendances du système [29, 39, 43]. Il est intéressant d’étudier
séparément les effets qui sont dus à V et à τ . Plusieurs études ayant été consacrées à une
chaîne de spins avec interactions premiers voisins (ce qui correspond au cas τ = 0) [30, 33,
35], nous nous proposons d’étudier en détail le cas d’un alliage formant une solution solide
idéale (V = 0). D’après (1.3), pour une composition donnée, l’Hamiltonien d’une chaîne
bimétallique ne dépend que du nombre d’atomes A sur les sites de bord. En conséquence,
tous les sites de cœur sont équivalents. Le système est alors un système à deux types d’objet :
2 sites de bord et (n− 2) sites de cœur. Les équations d’équilibre présentées précédemment
se simplifient.
1.2.4.1 Ensemble canonique
Dans l’ensemble canonique, la fonction de partition pour une chaîne de n atomes conte-
nant nA atomes A s’écrit :
ZC[n,nA] =
2∑
nAbord=0
ZC[n,nA]nAbord , (1.38)
où Z
C[n,nA]
nAbord est la fonction de partition canonique restreinte aux configurations ayant nAbord
atomes A en bord. Z
C[n,nA]
nAbord doit donc prendre en compte l’ensemble desN
C[n,nA]
nAbord configurations
possibles ayant nAbord atomes A en bord. Comme toutes ces configurations ont le même
Hamiltonien :
ZC[n,nA]nAbord = N
C[n,nA]
nAbord
e−βH[nA,nAbord], (1.39)
avec
NC[n,nA]nAbord =
(
2
nAbord
)(
n− 2
nA − nAbord
)
. (1.40)
De manière similaire, la fonction de partition Z
C[n,nA]
pi=1
de l’ensemble canonique restreinte
par la présence d’un atome A sur le site i s’exprime comme une somme de fonctions de
partition restreintes :
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Z
C[n,nA]
pi=1
=
2∑
nAbord=δZi,1
Z
C[n,nA]
pi=1,nAbord
, (1.41)
où ZC[n,nA]pi=1,nAbord est la fonction de partition de l’ensemble canonique dont le nombre nAbord
d’atomes A en bord est contraint et dont le site i est occupé par un atome A :
Z
C[n,nA]
pi=1,nAbord
= N
C[n,nA]
pi=1,nAbord
e−βH[nA,nAbord], (1.42)
où N
C[n,nA]
pi=1,nAbord
est le nombre de configurations correspondant à Z
C[n,nA]
pi=1,nAbord
:
N
C[n,nA]
pi=1,nAbord
=
(
zi
nAbord
)(
n− 1− zi
nA + 1− zi − nAbord
)
(1.43)
où la coordinence du site zi vaut 1 si i correspond à un site de bord et deux si i correspond
à un site de cœur.
Les équations (1.9) et (1.38-1.43) permettent d’obtenir les isothermes de ségrégation en
fonction de la concentration nominale c :


cCbord = ce
βτ n(1−c+c eβτ)−eβτ
n(1−c+c eβτ)2−(1−c+c e2βτ)
,
cCcoeur =
c
n−2
(
n− 2eβτ n(1−c+c e
βτ)−eβτ
n(1−c+c eβτ)2−(1−c+c e2βτ)
)
.
(1.44)
Les équations (1.44) vérifient bien la relation (1.10) qui relie la concentration nominale
au profil de concentration.
La détermination des concentrations de paire, repose sur celle de ZCpi=pj=1 qui est obtenue
de la même manière que pour obtenir Z
C[n,nA]
pi=1
(1.41) :
Z
C[n,nA]
pi=pj=1
=
2∑
nAbord=4−zi−zj
(
1 + δnAbord,1δzi,2δzj ,2
)( n− zi − zj
nA + 2− zi − zj − nAbord
)
e−βH[nA,nAbord].
(1.45)
Les concentrations de la paire AA sur les sites i et j, notées cCbb lorsque i et j sont des
sites de bord, cCbc lorsque i est un site de bord et j un site de coeur, c
C
cc lorsque i et j sont
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des sites de coeur, s’écrivent :
cCbb =
nA(nA−1)e2βτ
nB(nB−1)+2nAnBeβτ+nA(nA−1)e2βτ ,
cCbc =
nA(nA−1)
n−2
nBe
βτ+(nA−2)e2βτ
nB(nB−1)+2nAnBeβτ+nA(nA−1)e2βτ ,
cCcc =
nA(nA−1)
(n−2)(n−3)
nB(nB−1)+2(nA−2)nBeβτ+(nA−2)(nA−3)e2βτ
nB(nB−1)+2nAnBeβτ+nA(nA−1)e2βτ .
(1.46)
L’introduction des concentrations de site et des concentrations de paire dans la relation
(1.14) permet de calculer les susceptibilités.
La différence de potentiel chimique dans l’ensemble canonique déterminée à l’aide de
(1.23) et (1.38) s’écrit :
β∆µC[n,nA] = 2βτ +
1
2
ln
[
nA (nA + 1)
nB (nB + 1)
]
(1.47)
+
1
2
ln
[
nB (nB + 1) + e
βτ (nA − 1)
(
2 (nB + 1) + (nA − 2) eβτ
)
(nB − 1) (nB − 2) + eβτ (nA + 1) (2 (nB − 1) + nAeβτ )
]
.
1.2.4.2 Ensemble pseudo grand-canonique
Les équations obtenues précédemment (§ 1.2.3) peuvent être directement simplifiées dans
le cas d’un alliage formant une solution solide idéale. Mais il est également possible d’obtenir
les mêmes résultats à l’aide d’une approche légèrement différente qui s’appuie sur le fait que
dans l’ensemble p-GC lorsque V = 0, les corrélations d’occupation entre les sites du nanofil
sont nulles. La contribution HPi [pi] = zipi (τ −∆µ) d’un site i du nanofil (ayant zi voisins)
sur HP [{pi}] (1.4) est indépendante des autres sites du nanofil et HP [{pi}] =
∑
i
HPi [pi].
La sommation
∑
{pi}∈E de (1.6) sur l’ensemble des configurations possibles peut donc être
réalisée indépendamment pour chacun des sites :
∑
{pi}∈E
e−βH
E [{pi}] =
1∑
p1=0
e−βH
E
1 [p1]
1∑
p2=0
e−βH
E
2 [p2]....
1∑
pn=0
e−βH
E
n [pn]. (1.48)
La fonction de partition ZP de l’ensemble p-GC s’exprime alors comme le produit des fonc-
tions de partition ZPi de chacun des sites : Z
P =
n∏
i=1
ZPi où Z
P
i = 1 + e
β(∆µ−ziτ) :
ZP =
(
1 + eβ(∆µ−τ)
)2 (
1 + eβ(∆µ−2τ)
)n−2
. (1.49)
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De même, la fonction de partition contrainte ZPpj=1 par la présence d’un atome A sur
le site j correspond au produit des fonctions de partition de chacun des sites i 	= j et du
poids de Boltzmann du site j occupé par un atome A : ZPpj=1 = e
β(∆µ−zjτ) ∏
i=j
ZPi . Z
P
pj=1
ne
dépend que du nombre zj d’atomes voisins du site j. Lorsque j correspond à un site de bord
(i.e. j = 1 ou n) (resp. cœur (i.e. j = 2,..., n − 1)) ZPpj=1 = ZPbord (resp. ZPpj=1 = ZPcoeur). A
l’aide de (1.49), ZPbord et Z
P
coeur peuvent être exprimés à l’aide de la fonction de partition du
nanofil :
 Z
P
bord =
eβ(∆µ−τ)
1+eβ(∆µ−τ)
ZP ,
ZPcoeur =
eβ(∆µ−2τ)
1+eβ(∆µ−2τ)
ZP .
(1.50)
Les équations (1.9), (1.49) et (1.50) permettent d’obtenir les concentrations des sites de
bord et des sites de cœur :

 c
P
bord =
1
1+eβ(τ−∆µ)
,
cPcoeur =
1
1+eβ(2τ−∆µ)
.
(1.51)
La concentration nominale d’équilibre cP qui correspond à la moyenne des concentrations
est alors calculée à l’aide de la relation (1.10) :
cP =
1
n
(
2
1 + eβ(τ−∆µ)
+
n− 2
1 + eβ(2τ−∆µ)
)
. (1.52)
Comme la relation (1.52) est bijective, fixer ∆µ est équivalent à fixer la concentration
moyenne cP . En utilisant (1.52) et (1.51), il est également possible d’exprimer cPbord et c
P
coeur
non plus en fonction de la différence de potentiel chimique ∆µ mais en fonction de la concen-
tration nominale cP :

cPbord =
−(n−2)+n cP(1−eβτ)−2eβτ+
√
8eβτ (n−2)+(−(n−2)+n cP(1−eβτ)+2eβτ)2
4(1−eβτ) ,
cPcoeur =
(n−2)+n cP(1−eβτ)+2eβτ+
√
8eβτ (n−2)+(−(n−2)+n cP(1−eβτ)+2eβτ)2
2(1−eβτ)(n−2) .
(1.53)
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Il est intéressant de noter que pour une valeur de ∆µ donnée, les concentrations de
bord et de cœur ne dépendent pas de la longueur n du nanofil. En revanche, comme
la proportion des sites de cœur dépend de la longueur de la chaîne, la concentration
nominale dépend bien de la longueur de la chaîne. En conséquence, les concentrations
de bord et de cœur dépendent de la concentration nominale et de la longueur de la
chaîne.
Comme il n’y a pas de corrélations locales entre les espèces chimiques dans l’ensemble p-
GC (cas V = 0), la concentration de paire AA s’exprime comme le produit des concentrations
de A sur le site i et sur le site j :
cPAiAj = c
P
i c
P
j . (1.54)
D’après la relation (1.14), la susceptibilité est nulle quels que soient les sites i et j
considérés (si i 	= j) et nous retrouvons bien le fait qu’il n’y a pas de corrélation chimique
entre les différents sites d’une chaîne. L’ensemble {pp} des facteur d’occupations des sites p
est décrit par un ensemble de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes ayant comme
espérance respective cPp et comme variance c
P
p
(
1− cPp
)
. Le nombre total d’atomes A de la
chaîne nA étant la somme des facteurs d’occupation, la variance de la composition σ
2
nA
est
la somme des variances de chacun des sites : σ2nA =
∑
p
cPp
(
1− cPp
)
= 2cPbord
(
1− cPbord
)
+
(n− 2) cPcoeur
(
1− cPcoeur
)
. La variance de la DEC étant une variance en concentration et non
une variance en composition, σ2 = 1
n2
σ2nA. La variance de la DEC s’exprime donc en fonction
du profil de concentration à l’aide de la relation suivante :
σ2 =
1
n2
(
2cPbord
(
1− cPbord
)
+ (n− 2) cPcoeur
(
1− cPcoeur
))
. (1.55)
A l’aide de (1.51), l’expression analytique de σ2 en fonction de la différence de potentiel
chimique est :
σ2 =
1
n2
(
2eβ(τ−∆µ)
(1 + eβ(τ−∆µ))2
+
(n− 2) eβ(2τ−∆µ)
(1 + eβ(2τ−∆µ))2
)
. (1.56)
Cette expression est bien compatible avec l’expression (1.37).
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1.3 Approches de type Champ Moyen
Si pour un système simple comme un nanofil sur réseau rigide l’équilibre peut être déter-
miné de manière exacte, cela est rarement le cas pour des systèmes plus complexes tels que
des agrégats 2D ou 3D. Les méthodes de type champ moyen (CM) sont alors des moyens
efficaces de caractériser l’équilibre de manière approchée [40, 44, 45]. Nous allons donc pré-
senter ces méthodes appliquées à l’ensemble p-GC puis nous expliquerons pourquoi elles ne
permettent pas de simuler proprement l’ensemble canonique.
Les formalismes de type champ moyen consistent à déterminer une fonctionnelle permet-
tant d’exprimer l’énergie libre du nanofil en fonction de paramètres d’ordre. L’équilibre est
ensuite déterminé en minimisant cette fonctionnelle en fonction des paramètres d’ordre.
1.3.1 Approximation de Bragg-Williams (ensemble p-GC)
Dans l’approximation de Bragg-Williams, la fonctionnelle de l’énergie libre est déterminée
en fonction du profil de concentration :
F [{cp}] = 〈H〉 [{cp}]− TS [{cp}] , (1.57)
où 〈H〉 [{cp}] est l’énergie interne moyenne associée au profil de concentration, T est la
température, S [{cp}] est l’entropie de configuration.
1.3.1.1 Energie interne moyenne
Pour déterminer 〈H〉 [{cp}], l’approximation de champ moyen à un site ou de Bragg-
Williams est utilisée. Cette approximation consiste à négliger les corrélations entre les sites
premiers voisins, autrement dit à négliger l’ordre à courte distance. Chaque site est alors
considéré comme étant entouré d’un milieu moyen et les facteurs d’occupation moyens des
sites i et j sont découplés :
< pipj >=< pi >< pj > . (1.58)
L’énergie interne dans l’ensemble p-GC est obtenue en évaluant la moyenne de l’Hamiltonien :
〈H〉 = (τ − V )
(
〈p1〉+ 〈pn〉+ 2
n−1∑
i=2
〈pi〉
)
+ 2
n−1∑
i=1
〈pi〉〈pi+1〉V −∆µ
n∑
i=1
〈pi〉, (1.59)
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En notant que < pp >= cp, l’énergie interne s’écrit :
〈H〉 = (τ − V )
(
c1 + cn + 2
n−1∑
p=2
cp
)
+ 2
n−1∑
p=1
cpcp+1V −∆µ
n∑
p=1
cp. (1.60)
1.3.1.2 Entropie CM
Pour déterminer la fonctionnelle de l’entropie, nous considérons M nanofils de longueur
n. Cet ensemble de M nanofils vérifie le profil de concentration {cp}. Cela veut dire que quel
que soit p, sur l’ensemble des pie`me sites du système, il y a cp×M atomes A et (1− cp)×M
atomes B (voir figure 1.4).
M
nanofils
Site p
pcM × ( )pcM −× 1
F
. 1.4: M nanofils sont occupés par des atomes A et des atomes B de sorte que le nombre
d’atomes A (resp. B) sur l’ensemble des pie`mes sites vaut M × cp (resp. M × (1− cp))
Le nombre de configurations pour répartir les atomes sur un site p vaut Ωp =
(
M
cp×M
)
. Le
nombre total de combinaisons pour répartir tous les atomes sur l’ensemble des M chaînes
tout en respectant le profil de concentration vaut : Ω =
∏
p
Ωp =
∏
p
(
M
cp×M
)
. L’entropie associée
à l’état {cp} vaut alors SM = −kB lnΩ. Les M nanofils étant équivalents, l’entropie d’un
nanofil est calculée à partir de l’entropie de ce système S = SM
M
. En faisant tendre M vers
l’infini et en utilisant la formule de Stirling lnX! = X lnX −X (exacte lorsque X tend vers
l’infini), l’expression de l’entropie peut être simplifiée pour obtenir l’expression classique de
l’entropie régulière [40] :
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S = −kB
∑
p
(cp ln cp + (1− cp) ln (1− cp)) . (1.61)
1.3.1.3 Minimisation de la fonctionnelle énergie libre
La fonctionnelle de l’énergie libre est déterminée à l’aide de (1.57), (1.60) et (1.61).
Les isothermes de ségrégation sont obtenues par minimisation de l’énergie libre du système(
∂F
∂cp
)
cq(q =p)
= 0, ∀p [38] :
cPp
1− cPp
= exp
[−β (∆Hpermp −∆µ)] , (1.62)
où ∆Hpermp est l’énergie de permutation d’un atome B par un atome A sur le site p :
∆Hpermp = zp (τ − V ) + 2V
∑
q={p−1,p+1}
cq, (1.63)
La résolution de (1.62) pour tout p permet de déterminer le profil de concentration
d’équilibre. La concentration nominale d’équilibre est alors déterminée à l’aide de la relation
(1.10).
L’étude d’une chaîne semi-infinie permet de mettre en évidence les forces motrices de la sé-
grégation en éliminant les difficultés liées à la taille du système. Pour une chaîne semi-infinie,
les sites de volume situés suffisamment loin du bord sont homogènes et leur concentration
vaut cP . La concentration d’un site p s’exprime alors en fonction de cP à l’aide de la relation
suivante :
cPp
1− cPp
=
cP
1− cP exp
[−β∆Hsegp ] , (1.64)
où l’enthalpie de ségrégation ∆Hsegp correspond à la variation d’enthalpie lors de l’échange
d’un atome B sur le site p avec un atome A de volume d’un fil semi-infini, égale à ∆Hsegp =
∆Hpermp −∆Hpermvol , avec∆Hpermvol = z (τ − V )+2zV cP (où z = 2 est le nombre de coordination
d’un atome volumique), s’écrit :
∆Hsegp = −∆zp (τ − V ) + 2V

 ∑
q={p−1,p+1}
cq − zcP

 ,
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où ∆zp = z− zp est le nombre de liaisons coupées du site p qui vaut 1 si p correspond au
site de bord et 0 autrement.
Cette équation permet d’analyser les forces motrices de ségrégation en isolant l’effet de
τ de l’effet de V :
• Le terme proportionnel à τ a pour effet de faire ségréger l’élément de plus faible
énergie de surface (ou de plus faible énergie de cohésion), quelle que soit la concentra-
tion volumique. La force motrice de ségrégation dans la limite infiniment diluée en A
( lim
cq→0,∀q
∆Hsegp ), étant d’autant plus forte (i.e. négative) que τ est positif. Dans le cas
d’un nanofil, seul les sites de bord qui ont une liaison coupée, diffèrent des autres sites
d’un point de vue cristallographique. Ce sont donc les seuls sites qui ont une enthalpie
de ségrégation non nulle dans la limite infiniment diluée.
• Le terme proportionnel à V , souvent appelé effet d’alliage tend à faire ségréger
l’élément minoritaire pour un alliage à tendance à la démixtion considéré ici (V < 0),
alors qu’il conduit à la ségrégation de l’élément majoritaire pour les alliages à tendance
à l’ordre (V > 0).
1.3.1.4 Principaux résultats
L’équilibre d’un nanofil dans un formalisme CM a été étudié en détail dans la thèse de
F. Lequien [40]. Nous nous proposons de rappeler ici les principaux résultats obtenus. Le
signe de V pilote la nature du profil de concentration près de la surface : une tendance à
former des paires homoatomiques (V < 0) entraîne un profil de concentration monotone, alors
que la tendance à former des paires hétéroatomiques conduit à un profil de concentration
oscillant. Dans le cas d’une chaîne semi-infinie, le profil de concentration vérifie une loi de
puissance ce qui permet de définir la longueur d’amortissement ξ. La résolution du CM
prédit également une transition de phase avec une lacune de miscibilité (dans le cas V < 0)
pour des températures non nulles. Plus la chaîne est courte, plus la température critique est
faible. La limite de solubilité de l’espèce la moins cohésive augmente avec une diminution
de la longueur de la chaîne. Le comportement de la limite de solubilité de l’espèce la plus
cohésive ne varie pas de manière monotone avec la longueur de la chaîne : pour n < ξ (resp.
n > ξ), la limite de solubilité de l’espèce la plus cohésive diminue (resp. augmente) avec une
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augmentation de n.
Il est nécessaire de rappeler que les résultats CM surestiment les température critiques.
Cela est particulièrement frappant dans le cas d’un système 1D puisque la température
critique est en réalité nulle. Il est néanmoins intéressant de garder ces résultats en mémoire.
La comparaison du CM et des résultats exacts permet d’estimer l’importance des corrélations
chimiques.
1.3.1.5 Concentrations de paire et susceptibilité
Puisque l’hypothèse de Bragg Williams consiste à négliger les corrélations entre les sites
i et j : < pipj >=< pi >< pj >, la concentration de la paire AA sur les sites i et j est
directement déterminée à partir du profil de concentration : cEAiAj = c
E
i c
E
j . En conséquence,
d’après (1.14), la susceptibilité χij est nulle quels que soient les sites i 	= j. L’approximation
champ moyen ne permet donc pas de déterminer les corrélations chimiques. Lorsque V = 0,
comme dans l’ensemble p-GC il n’y a pas de corrélations chimiques le CM donne des résultats
exacts (1.51). Dès lors que V 	= 0, les corrélations chimiques ne sont pas nulles, et cette
méthode ne fournit des résultats précis que si ces corrélations sont faibles (i.e. à haute
température ou dans les limites diluées).
La méthode de champ moyen généralisé (Cluster Variation Method : CVM) introduite
par Kikuchi [32] est une extension du formalisme champ moyen permettant de prendre en
compte ces corrélations chimiques.
1.3.2 Cluster Variation Method (ensemble p-GC)
Le formalisme CVM consiste à déterminer une fonctionnelle permettant d’exprimer l’éner-
gie libre du nanofil à l’aide du profil de concentration de site cp et du profil de concentration
de paire cXYp puis à minimiser cette fonctionnelle pour déterminer les profils d’équilibre. La
fonctionnelle de l’énergie libre est déterminée à partir de l’énergie libre moyenne du nanofil
et de l’entropie :
F
[{cp, cXYp }] = 〈H〉 [{cp, cXYp }]− TS [{cp, cXYp }] , (1.65)
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où 〈H〉 [{cp, cXYp }] est l’énergie interne moyenne associée aux profils de concentration, T
est la température, S
[{cp, cXYp }] est l’entropie de configuration.
1.3.2.1 Profils de concentration et contraintes
La concentration de paire cXYp = cXpYp+1 correspond à la probabilité d’avoir un atome X
sur le site p et un atome Y sur le site p+ 1 :
cXYp = 〈pXp pYp+1〉, (1.66)
Un site p étant occupé par un atome A ou un atome B, il existe la contrainte suivante :
cXp = 〈pXp 〉 = 〈pXp pAp+1〉+ 〈pXp pBp+1〉. (1.67)
Ainsi toutes les concentrations de paire et de sites ne sont pas indépendantes. Il suffit
de connaître le profil de concentration en atome A et le profil de concentration d’une des
paires XY pour pouvoir déterminer tous les profils de concentration de paire. Par exemple,
à partir des cp = c
A
p et des c
AB
p , il est possible de déterminer les autre concentrations de paire
à l’aide du système suivant : 

cAAp = cp − cABp ,
cBBp = 1− cp+1 − cABp ,
cBAp = cp+1 − cp + cABp .
(1.68)
Du fait de la symétrie du nanofil, les relations suivantes doivent également être vérifiées
pour un nanofil de n atomes : 
cp = cn−p+1,
cAAp = c
AA
n−p,
cBBp = c
BB
n−p,
cABp = c
BA
n−p.
(1.69)
1.3.2.2 Energie interne moyenne CVM
La moyenne de l’Hamiltonien (1.2) peut être exprimée de manière exacte à partir des
profils de concentrations :
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〈H〉 = 2τ
n−1∑
p=2
cp + τ (c1 + cn)− V
n−1∑
p=1
(
cABp + c
BA
p
)−∆µ n∑
p=1
cp. (1.70)
Ainsi par rapport à une approche champ moyen, les corrélations entre les sites premiers
voisins sont prises en compte.
1.3.2.3 Entropie CVM
Kikuchi a déterminé l’entropie CVM associée aux profils de concentration {cp, cXYp } dans
le cas d’une chaîne infinie. Le calcul de l’entropie pour une chaîne finie suit la même démarche.
Il est présenté en annexe B. Nous obtenons :
S
[{cp, cXYp }] = kB
(
n−1∑
p=2
(cp ln cp + (1− cp) ln (1− cp))−
∑
XY
n−1∑
p=1
cXYp ln c
XY
p
)
. (1.71)
Cette entropie est exacte à 1D pour l’ensemble p-GC.
1.3.2.4 Minimisation de la fonctionnelle énergie libre
La minimisation de la fonctionnelle (1.65) en prenant en compte les contraintes (1.68)
aboutit à :

cpcBAp c
BB
p−1
(1−cp)cAAp cBAp−1
= exp
[
−∆µ+2τ
kBT
]
,∀p ∈ [2, n− 1] ,
cABp c
BA
p
cAAp c
BB
p
= exp
[
2V
kBT
]
,∀p ∈ [1, n− 1] ,
cAA1
cBA1
= exp
[
∆µ−τ−V
kBT
]
,
cBn−1A
cBBn−1
= exp
[
∆µ−τ+V
kBT
]
.
(1.72)
La concentration nominale d’équilibre du nanofil est alors déterminée à partir du profil
de concentration et de la relation (1.10).
Pour déterminer les profils d’équilibre et pour minimiser le nombre d’équations, le système
(1.72) est résolu en éliminant des inconnues à l’aide de (1.68) en prenant en compte les
symétries de la chaîne (1.69). Par exemple, en gardant comme inconnu cp et c
AB
p , (1.72)
devient :
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
cp(cp+1−cp+cABp )(1−cp−cABp−1)
(1−cp)(cp−cABp )(cp−cp−1+cABp−1)
= exp
[
−∆µ+2τ
kBT
]
, ∀p ∈ [2, (n− 1) /2] ,
cABp (cp+1−cp+cABp )
(cp−cABp )(1−cp+1−cABp )
= exp
[
2V
kBT
]
,∀p ∈ [2, (n− 1) /2] ,
c1−cAB1
c2−c1+cAB1
= exp
[
∆µ−τ−V
kBT
]
,
équations aux limites.
(1.73)
où les équations limites dépendent de la longueur n du nanofil. Si n est pair, alors pour
p = n/2, ces équations aux limites sont :


cpcABp (1−cp−cABp−1)
(1−cp)(cp−cABp )(cp−cp−1+cABp−1)
= exp
[
−∆µ+2τ
kBT
]
,
cAB
2
p
(cp−cABp )(1−cp−cABp )
= exp
[
2V
kBT
]
.
(1.74)
Si le nombre d’atomes de l’amas (i.e. du nanofil) est impair, alors pour p = (n+ 1) /2, il
n’y a qu’une seule équation limite :
cpc
AB
p−1
(
1− cp − cABp−1
)
(1− cp)
(
cp−1 − cABp−1
) (
cp − cp−1 + cABp−1
) = exp [−∆µ+ 2τ
kBT
]
. (1.75)
La CVM permet de déterminer de manière exacte les profils de concentration d’un
nanofil dans l’ensemble p-GC. La connaissance de ces profils de concentration per-
mettant de déterminer toutes les grandeurs d’équilibre de la chaîne (annexe C), la
CVM permet de caractériser exhaustivement l’équilibre.
1.3.3 Ensemble canonique
Les approches de type CM sont régulièrement utilisées dans l’ensemble canonique [45].
Pour ce faire, la fonctionnelle utilisée pour l’ensemble p-GC est utilisée en enlevant le terme
en ∆µ. La concentration nominale est fixée en ajoutant un terme de Lagrange qui permet
d’imposer la relation (1.10) :
L
[{cp, cXYp }, λ] = F [{cp, cXYp }]+∆µ∑
p
cp + λ
(
nc−
∑
p
cp
)
. (1.76)
Le profil de concentration d’équilibre est obtenu par minimisation du Lagrangien en
fonction des cp et de λ. Mais que ce soit en CVM ou pour l’approximation de Bragg-Williams,
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. 1.5
après minimisation du Lagrangien, λ peut être identifié à ∆µ ce qui conduit à un système
isomorphe à celui obtenu dans l’ensemble p-GC. Les méthode de type CM ne permettent
donc pas de simuler à proprement parler l’ensemble canonique. Imposer la concentration
nominale par l’intermédiaire du profil de concentration est insuffisant, il faut l’imposer à
partir des facteurs d’occupation :
n∑
i=1
pi = nA. (1.77)
Cette dernière relation est en réalité plus restrictive que la relation (1.10). Si (1.77) est
vérifiée, (1.10) l’est également mais l’inverse n’est pas nécessairement vrai. Un autre moyen de
se convaincre que cette approche CM ne permet pas simuler proprement l’ensemble canonique
est de considérer l’exemple suivant. Soit un nanofil de 3 atomes contenant 2 atomes A et
un atome B. La figure 1.5 illustre le fait qu’il n’est pas possible de négliger les corrélations
chimiques dans l’ensemble canonique puisqu’à partir du moment où un atome B est placé,
les autres sites sont nécessairement occupés par des atomes A.
Trois méthodes sont envisagées pour corriger cela et pour obtenir un formalisme CM
canonique :
• une première possibilité consiste à corriger les expressions de l’entropie (1.61)
et (B.2). En effet pour obtenir ces expressions, la contrainte de composition n’a pas
été imposée. Ainsi des configurations ne vérifiant pas cette contrainte ont été prises
en compte. Le nombre de configurations accessibles dans l’ensemble canonique est
inférieur au nombre de configurations accessibles à l’ensemble p-GC (i.e. ΩC < Ω) du
fait de cette contrainte supplémentaire. La détermination de ΩC est un problème de
combinatoire qui à notre connaissance n’a pas été résolu. Le lecteur intéressé peut se
référer à [46, 47, 48] pour trouver des problèmes de combinatoire proches de celui-ci
ayant été résolus. Nous montrons cependant en annexe que dans un cas très simple un
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bon dénombrement mène à des résultats exacts (annexe D).
• une autre possibilité consiste à ajouter un terme empirique dans le formalisme CM
tout en gardant les expressions de l’entropie (1.61) et (B.2) pour corriger le fait que
l’entropie n’est pas bien prise en compte.
• Bugaev a présenté une méthode de type champ moyen qui permet de déterminer et
de corriger les corrélations [49]. Comme la contrainte de composition dans l’ensemble
canonique induit des corrélations spécifiques à l’ensemble canonique, une autre piste
serait d’appliquer une méthode similaire pour prendre en compte ces corrélations.
L’approximation de Bragg Williams et la CVM ne permettent pas de faire la dis-
tinction entre l’ensemble canonique et l’ensemble p-GC sans apporter de correction
pour prendre en compte la contrainte de composition de l’ensemble canonique.
1.4 Conclusion
Nous avons introduit dans ce chapitre le modèle énergétique et les méthodes numériques
utilisés pour étudier la ségrégation dans les nanofils bimétalliques.
Dans le cas d’un système 1D il est possible d’obtenir les grandeurs d’équilibre du sys-
tème à partir de la détermination des fonctions de partition c’est-à-dire par le dénombrement
exhaustif de l’ensemble des configurations possibles. L’étude de la ségrégation peut être réa-
lisée dans l’ensemble pseudo-grand canonique, où la différence de potentiel chimique ∆µ
fixe la concentration volumique, ou dans l’ensemble canonique, où la concentration nominale
est imposée par la proportion relative d’atomes A et d’atomes B introduits initialement.
L’approche par dénombrement met en évidence le fait que pour une valeur de ∆µ donnée,
l’ensemble p-GC est une moyenne pondérée de sous-ensembles canoniques de différentes com-
positions. Les ensembles canonique et p-GC sont équivalents à la limite thermodynamique
(n→∞) lorsque la variance des fluctuations en concentration devient nulle.
Nous avons également rappelé le formalisme des approches champ moyen et CVM qui
sont fréquemment utilisées pour étudier la ségrégation dans des systèmes plus complexes tels
que des agrégats. Pour un alliage formant une solution solide idéale, dans l’ensemble p-GC,
les corrélations locales entre les espèces chimiques sont nulles et le champ moyen permet
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de simuler de manière exacte l’équilibre d’un nanofil. Dans le cas d’un alliage à préférence
homoatomique, le champ moyen n’est plus exact contrairement à la CVM qui prend en
compte les corrélations de paire.
Nous avons également montré que les méthodes de type champ moyen ne permettent pas
de simuler proprement l’ensemble canonique car elle ne permettent pas de contraindre la
composition de la chaîne.
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Chapitre 2
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Nous avons vu précédemment que la force motrice de ségrégation dépend d’un terme
proportionnel à τ dit d’effet de surface et d’un terme proportionnel à V dit d’effet d’alliage
[40, 50]. Pour minimiser le nombre de phénomènes mis en jeu nous étudions dans ce chapitre
les phénomènes de ségrégation dans le cas d’un alliage formant une solution solide idéale
(V = 0) (e.g. Au-Pd, Au-Ag, Ni-Pd [51]) dans l’ensemble canonique et dans l’ensemble p-
GC et nous comparons les résultats obtenus dans les deux ensembles. Pour ce système très
simple, le nanofil est décrit uniquement par les sites de bord et les sites de coeur. Nous
utilisons les expressions obtenues à partir du modèle d’interactions de paire sur réseau décrit
dans le chapitre précédent. Pour chaque ensemble thermodynamique nous présentons l’en-
richissement en bordure du nanofil à l’aide des isothermes de ségrégation (§ 2.2), puis les
concentrations de paire et les susceptibilités qui caractérisent les corrélations chimiques entre
les sites (§ 2.3). A l’aide d’un développement en série de Taylor des variables canoniques (§
2.4) nous avons mis en évidence que l’écart entre les isothermes de ségrégation canonique et
p-GC est lié à l’importance des fluctuations de concentration dans l’ensemble p-GC et à la
courbure des isothermes canoniques. Nous étudions ensuite l’influence sur la ségrégation de
la longueur de la chaîne (§ 2.5), puis de la température (§ 2.6) pour chaque ensemble.
2.1 Influence de l’ensemble statistique
2.1.1 Isothermes
Dans ce chapitre nous considérons une valeur de τ = 46 meV, ce qui signifie que les
atomes A ont tendance à ségréger sur les sites de bord. Rappelons que dans l’ensemble
canonique, la composition de la chaîne est fixée. La différence de potentiel chimique, grandeur
intensive conjuguée de la composition, est donnée par (1.47). Dans l’ensemble p-GC, c’est
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l’inverse, la différence de potentiel chimique est imposée et la composition moyenne associée
est obtenue en étudiant l’équilibre (1.52). La figure 2.1 présente pour les deux ensembles
statistiques l’isotherme qui fait le lien entre la concentration nominale et la différence de
potentiel chimique pour une chaîne de 10 atomes.
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. 2.1: Evolution de la concentration nominale en fonction de la différence de potentiel chimique
∆µ dans les ensembles p-GC (trait) et canonique (points). n = 10, T = 300 K, τ = 46 meV.
On constate que même pour un alliage formant une solution solide idéale, il y a une
différence entre les isothermes des ensembles canonique et p-GC. L’isotherme canonique est
plus raide que l’isotherme p-GC.
Pour analyser la différence entre les deux isothermes, il est possible d’étudier l’écart
en concentration pour une même valeur de ∆µ ou l’écart entre les différences de potentiel
chimique pour une même valeur de c. Cependant, il nous semble plus pertinent de comparer
les deux ensembles en fonction de la concentration pour deux raisons :
• nous avons vu que l’équilibre d’un nanofil dans l’ensemble p-GC est équivalent à
l’équilibre d’un ensemble d’amas de composition fixée si ces amas peuvent échanger des
atomes (Fig. 1.3). Il est donc possible d’imposer directement la concentration moyenne
dans l’ensemble p-GC alors qu’il n’est pas possible d’imposer la différence de potentiel
chimique dans l’ensemble canonique.
• nous souhaitons également étudier l’influence d’autres paramètres tels que la tem-
pérature ou τ . Dans l’ensemble canonique, il n’est pas possible d’étudier l’influence de
ces paramètres pour une valeur de ∆µ donnée. Il ne sera donc pas possible d’étudier
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l’influence de T et τ sur l’écart entre les ensembles à ∆µ fixé.
La figure 2.2 montre que ∆µP−∆µC dépend de la concentration. Cet écart est important
excepté pour c = 0, 5.Pour comprendre l’écart observé sur la figure 2.2, nous faisons appel à la
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. 2.2: Variation de 103
(
∆µP −∆µC) en fonction de la concentration nominale. n = 10, T = 300
K, τ = 46 meV.
DEC qui est la clef de passage entre les deux ensembles. En combinant (1.23), (1.30) et (1.31),
nous montrons que la valeur de ∆µP[n,〈nA〉
P] est reliée à la différence de potentiel chimique
∆µC[n,〈nA〉
P] de l’ensemble canonique de composition nA = 〈nA〉P par l’intermédiaire de la
DEC :
∆µP[n,〈nA〉
P] = ∆µC[n,nA=〈nA〉
P] +
kBT
2
ln
ρ
P[n,〈nA〉P]
nA=〈nA〉P+1
ρ
P[n,〈nA〉P]
nA=〈nA〉P−1
(2.1)
L’écart ∆µP −∆µC provient donc de l’asymétrie de la distribution en concentration. En
effet, si la DEC est parfaitement symétrique alors ρ
P[n,〈nA〉P]
〈nA〉P+1 = ρ
P[n,〈nA〉P ]
〈nA〉P−1 et ∆µ
P = ∆µC. La
DEC est représentée pour 3 concentrations moyennes (Fig. 2.3). Nous voyons qu’en c = 0, 5,
∆µP ≈ ∆µC car la DEC est quasiment symétrique. En revanche, plus la concentration est
éloignée de 0, 5, plus l’écart est important. Pour c < 1/2 (resp. c > 1/2), ∆µP < ∆µC (resp.
∆µP > ∆µC). Pour les faibles (resp. fortes) concentrations, du fait que la concentration d’un
nanofil est bornée (0 ≤ c ≤ 1), la concentration fluctue essentiellement vers les fortes (resp.
faibles) concentrations. En conséquence, la DEC est asymétrique et l’écart ∆µP −∆µC est
important.
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F
. 2.3: Distribution en concentration pour l’ensemble p-GC. cP = 0, 1 (bleu), cP = 0, 5 (gris),
cP = 0, 9 (rouge) ; n = 10 ; T = 300 K, τ = 46 meV.
Pour caractériser la répartition chimique au sein d’un nanofil nous représentons les iso-
thermes de ségrégation en fonction de c et de ∆µ sur la figure 2.4. Dans les deux ensembles,
la concentration des sites de bord est bien plus importante que celle des sites de cœur dans
toute la gamme de concentration (ou de ∆µ). Quelle que soit la concentration nominale,
cCbord [c] > c
P
bord [c] et c
C
coeur [c] < c
P
coeur [c]. Représentées en ∆µ, les isothermes canoniques sont
plus raides que les isothermes p-GC : cCp [∆µ] > c
P
p [∆µ] si c
C
p [∆µ] > 1/2 et c
C
p [∆µ] < c
P
p [∆µ]
si cCp [∆µ] < 1/2.
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. 2.4: Evolution des isothermes de ségrégation en fonction de la concentration nominale (a)
et de ∆µ (b) dans les ensembles canonique (symboles) et p-GC (traits). cCbord (cercle vide), c
C
coeur
(cercle plein), cPbord (pointillé), c
P
coeur (continu). n = 10, T = 300 K, τ = 46 meV.
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Enfin, pour quantifier la ségrégation nous représentons la différence cEbord− cEcoeur en fonc-
tion de c dans les deux ensembles (figure 2.5).
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. 2.5: Evolution de cEbord − cEcoeur en fonction de la concentration nominale dans les ensembles
canonique (points) et p-GC (trait). n = 10, T = 300 K, τ = 46 meV.
La ségrégation est plus importante dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC.
cEbord − cEcoeur présente un maximum quel que soit l’ensemble. Pour les faibles valeurs de c,
l’augmentation de la concentration des sites de bord avec celle de la concentration nominale
est plus forte que celle des sites de coeur car les sites de bord ont une liaison coupée.
Lorsqu’il y a suffisamment d’atomes A pour occuper les deux sites de bord, c’est à dire pour
c légèrement supérieur à 0, 2 pour n = 10, l’augmentation de c contribue essentiellement
à l’augmentation de la concentration des sites de coeur, ce qui conduit à la diminution de
cEbord − cEcoeur.
2.1.2 Concentrations de paire, susceptibilités et concentrations
d’interface
En plus des calculs exacts, nous avons également obtenu les isothermes dans l’approxima-
tion de champ moyen de type Bragg-Williams. Celle-ci conduit à des résultats exacts dans le
cas V = 0 pour les surfaces des alliages semi-infinis. Dans le cas de la chaîne finie, le calcul
en champ moyen donne le même résultat pour les deux ensembles thermodynamiques, résul-
tat similaire à celui obtenu par le calcul exact dans l’ensemble p-GC. Pour une chaîne finie
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d’une solution solide idéale, l’approximation de champ moyen permet d’obtenir des résultats
exacts dans l’ensemble p-GC mais pas dans l’ensemble canonique car cette approximation
ne prend pas en compte les corrélations d’occupation.
Pour quantifier les corrélations nous étudions donc les concentrations de paire et les
susceptibilités. Nous avons montré que pour un alliage formant une solution solide idéale, il
n’y a que trois concentrations de paire AA à prendre en compte cEbb , c
E
bc , c
E
cc (§ 1.2.4). Ces
concentrations de paire sont représentées sur la figure 2.6a en fonction de la concentration
nominale. Les courbes des deux ensembles ont une allure similaire mais il y a néanmoins un
léger écart.
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. 2.6: Evolution avec la concentration nominale du profil de concentration de paire cEij (a) et
des susceptibilités χEij (b) dans les ensembles canonique (symboles) et p-GC (traits). c
C
bb, χ
C
bb (cercle
vide), cCbc, χ
C
bc (disques gris), c
C
cc, χ
C
cc (disques noirs) , c
P
bb (pointillé), c
P
bc (tireté), c
P
cc (trait continu).
n = 10, T = 300 K, τ = 46 meV. Les susceptibilités ne sont pas représentées dans l’ensemble p-GC
car elles sont nulles sur toute la gamme de concentration.
La formule (1.14) montre que les concentrations de paire peuvent être analysées à l’aide
des concentrations de site et des susceptibilités (qui sont représentées sur la figure 2.6b).
Dans l’ensemble p-GC, les susceptibilités étant nulles, les concentrations de paire s’analysent
simplement à partir des concentrations de site : cPAiAj = c
P
i c
P
j . Une augmentation de c conduit
à une augmentation de cPbord et de c
P
coeur et donc à celle des concentrations de paire. Quelle
que soit la valeur de c, cPbord étant supérieur à c
P
coeur du fait de la ségrégation, la concentration
de paire AA est plus importante pour les sites de bord : cPbb > c
P
bc > c
P
cc.
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Les comportements des concentrations de paire avec la concentration nominale dans
l’ensemble canonique et dans l’ensemble p-GC sont relativement proches. Il y a néanmoins un
écart non négligeable entre ces deux comportements. Cet écart peut s’analyser en distinguant
deux effets :
• d’après la formule (1.14), la ségrégation qui est plus importante en canonique que
dans l’ensemble p-GC (cCbord > c
P
bord et c
C
coeur > c
P
coeur) tend à augmenter c
C
bb, à diminuer
cCcc et a un effet relativement faible sur c
E
bc ;
• dans l’ensemble canonique, les susceptibilités ne sont pas nulles, ce qui indique
la présence de corrélations chimiques entre les différents sites du nanofil. Quels que
soit la concentration du nanofil et les sites considérés, χCij ≤ 0. Rappelons que lorsque
χij est positif (resp. négatif) la présence d’un atome A sur le site i favorise (resp.
défavorise) la présence d’un atome A sur le site j. Dans l’ensemble canonique, les paires
homoatomiques sont donc défavorisées : la présence d’un atome A sur un site donné,
diminue le nombre d’atomes A à répartir sur les autres sites et diminue la probabilité
d’avoir une paire AA. Cet effet conduit à une diminution des concentrations de paire
AA dans l’ensemble canonique relativement à celles de l’ensemble p-GC.
Pour la concentration cEbb, les deux effets s’opposent. L’effet des corrélations diminue
avec une augmentation de la concentration nominale (Fig. 2.6b) de sorte qu’aux faibles
concentrations cet effet domine et cCbb < c
P
bb alors qu’aux fortes concentrations l’effet de la
ségrégation domine et cCbb > c
P
bb. La différence entre les ensembles est particulièrement visible
pour c = 1/n : cPbb est relativement grand (proche de 0,1) alors que c
C
bb = 0 puisqu’il n’y a
pas suffisament d’atomes de A pour former une paire AA.
Pour la concentration cEbc, l’effet de la ségrégation est très faible et l’effet des corrélations
(principalement visible aux faibles concentrations) entraîne cCbc < c
P
bc.
Pour la concentration cEcc, les deux effets défavorisent la présence de paires AA dans
l’ensemble canonique relativement à l’ensemble canonique et cCcc < c
P
cc.
La figure 2.7 présente l’évolution de la concentration d’interface AB dans un nano-
fil de 10 atomes. En l’absence de ségrégation (à τ nul), dans l’ensemble p-GC, cAB vaut
2(1− 1/n) c (1− c) et présente donc un axe de symétrie en c = 1/2. La valeur maximale
de cAB vaut
n−1
2n
(en c = 1/2). En présence de ségrégation la courbe cAB [c] n’est plus sy-
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métrique. Il y a un léger décalage vers les fortes concentrations nominales. Dans l’ensemble
canonique, les corrélations chimiques favorisent les paires héteroatomiques ce qui fait que
cCAB > c
P
AB sur toute la gamme de concentration.
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. 2.7: Evolution avec la concentration nominale de la concentration d’interface AB dans les
ensembles canonique (points) et p-GC (trait continu). n = 10, T = 300 K, τ = 46 meV. La courbe
en tiretés représente cAB (c) dans l’ensemble p-GC dans le cas τ = 0.
Pour résumer les résultats :
• nous avons montré que même pour un alliage formant une solution solide idéale
les ensembles p-GC et canonique ne sont pas équivalents pour un nanofil de petite
taille (n = 10) ;
• on observe que l’isotherme canonique c (∆µ) est plus raide que l’isotherme
p-GC. L’écart est lié à l’asymétrie de la distribution en concentration en p-GC ;
• la ségrégation est plus forte dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble
p-GC quelle que soit la concentration considérée ;
• une des caractéristiques de l’ensemble canonique est la présence de corréla-
tions locales entre les espèces chimiques même à V = 0. La contrainte de compo-
sition favorise les paires hétéroatomiques dans l’ensemble canonique par rapport
à l’ensemble p-GC. La concentration d’interface AB est donc plus importante en
canonique qu’en p-GC.
Nous allons maintenant étudier plus en détail l’écart entre les ensembles statistiques sur
les isothermes de concentration.
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2.1.3 De l’ensemble canonique à l’ensemble p-GC
La relation de passage exacte (1.34) entre l’ensemble canonique et l’ensemble p-GC (à
l’aide de la DEC) constitue un outil efficace pour étudier l’influence de l’ensemble statistique
sur l’équilibre. Cependant, pour déterminer à partir de l’ensemble canonique une grandeur
d’équilibre 〈Q〉P[n,∆µ] dans l’ensemble p-GC à l’aide de cette relation, il est nécessaire de
connaître l’ensemble de la DEC et l’ensemble des grandeurs d’équilibre 〈Q〉C[n,nA] pour cha-
cune des nA+1 compositions possibles. De plus pour un système 1D, si la fonction de partition
p-GC et la DEC s’expriment simplement et de manière exacte, pour des dimensions d’ordre
supérieur, les fonctions de partition exactes sont bien plus difficiles à déterminer. Il existe
de nombreux systèmes pour lesquels aucune expression analytique exacte des fonctions de
partition n’a été déterminée [52]. Il est alors intéressant de développer une approche simple
et généralisable pour les systèmes 2D et 3D qui permette de caractériser et de comprendre
les différences observées entre les ensembles canonique et p-GC.
Rappelons qu’une DEC telle que représentée sur la figure 2.3 peut être approximée à
l’aide d’une distribution gaussienne. La validité de cette distribution gaussienne pour des
grandes chaînes vient du théorème central limite [53, 54]. Une distribution gaussienne est
décrite exhaustivement à l’aide de sa valeur moyenne et de sa variance. Ainsi pour une
valeur de ∆µ, la connaissance de la concentration moyenne 〈c〉P = cP et de la variance σ2
caractérisent précisément la DEC.
Pour quantifier l’écart entre les deux ensembles pour une grandeur 〈Q〉 nous utilisons la
méthode Delta [55] qui consiste à faire un développement en série de Taylor limité à l’ordre
2 au voisinage de cP de cette variable dans l’ensemble canonique :
〈Q〉C[n,c] = 〈Q〉C[n,cP] + (c− cP) ∂ 〈Q〉C[n,c]
∂c
∣∣∣∣∣
c=cP
+
(
c− cP)2
2
∂2 〈Q〉C[n,c]
∂c2
∣∣∣∣∣
c=cP
. (2.2)
La relation (1.33) peut être réécrite de manière équivalente en prenant comme variable
cP à la place de ∆µ (puisque l’isotherme cP [∆µ] est bijective) et c = nA/n à la place de nA :
〈Q〉P[n,cP] =
∑
c
ρ
P[n,cP]
c 〈Q〉C[n,c]. (2.3)
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L’intégration de (2.2) dans (2.3), en utilisant (1.37) et
∑
c
(
c− cP) ρP[n,cP]nA = 0, permet
d’obtenir une expression de 〈Q〉P[n,cP] :
〈Q〉P[n,cP] ≈ 〈Q〉C[n,cP] + σ
2
2
∂2 〈Q〉C[n,c]
∂c2
∣∣∣∣∣
c=cP
. (2.4)
Cette relation met en évidence le fait que la différence ∆Q = 〈Q〉P − 〈Q〉C entre les
ensembles p-GC et canonique est proportionnelle :
• aux fluctuations de la concentration nominale dans l’ensemble p-GC. Plus les fluc-
tuations en concentration sont importantes, plus la variance de la DEC est grande et
plus la différence entre les ensembles est importante. Ces fluctuations sont indépen-
dantes de la grandeur qui est étudiée.
• à la courbure de la variable 〈Q〉C[n,c] en fonction de la concentration nominale c en
c = cP . La différence entre les deux ensembles augmente avec cette courbure.
Une conséquence directe de cette relation est que la convexité (ou concavité) d’une iso-
therme 〈Q〉 en fonction de la concentration est moins forte dans l’ensemble p-GC que dans
l’ensemble canonique (figures 2.4a et 2.6a).
Nous utilisons la relation (2.4) pour analyser l’écart sur les isothermes de ségrégation
et sur les concentrations de paire entre les deux ensembles. Chacune des contributions est
détaillée sur la figure 2.8 pour les concentrations des sites de bord et pour la concentration
de paire ccc.
La figure 2.8a montre l’évolution de la variance σ2 en fonction de la concentration no-
minale. Cette courbe présente un maximum pour une concentration nominale proche de 0,5
car les fluctuations en concentration peuvent alors s’effectuer aussi bien vers les faibles que
vers les fortes concentrations. Cette courbe peut être mise en regard de l’isotherme de la
figure 2.1 puisque d’après la relation (1.36) la variance est proportionnelle à la pente de l’iso-
therme qui est maximale en c ≈ 0, 5. La variance étant positive par définition, le signe de la
courbure de l’isotherme canonique donne le signe de la différence 〈Q〉P−〈Q〉C entre les deux
ensembles pour la grandeur Q considérée. La courbure de l’isotherme canonique des sites
de bord, ∂2cCbord/∂c
2, est négative du fait de la ségrégation (figure 2.8b). La concentration
des sites de bord augmente fortement (resp. faiblement) avec la concentration aux faibles
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(resp. fortes) valeurs de c (figure 2.4). La courbure est donc importante (resp. faible) aux
faibles (resp. fortes) valeurs de c. En conséquence, l’écart sur la concentration des sites de
bord entre les deux ensembles est plus important aux faibles concentrations (figure 2.8d).
Cet écart est maximal pour c = 2/n où la courbure est maximale. Pour les concentrations
plus importantes, l’écart est plus faible bien que la variance soit plus élevée car la courbure
diminue fortement.
En ce qui concerne ccc, la courbure de l’isotherme canonique est positive et croissante
(figure 2.8c). L’écart entre les deux ensembles est maximal pour une concentration légèrement
supérieure à 0,5, valeur où la variance et la courbure sont maximales (figure 2.8e).
Il est intéressant de noter que les variations de la courbure de l’isotherme des sites de
bord avec la concentration (Fig 2.8b) sont plus marquées que les variations de la variance
de la DEC (Fig 2.8a) c’est donc l’allure de la courbure de l’isotherme qui gouverne l’allure
de la courbe cPbord− cCbord (Fig 2.8d). En revanche, l’allure de la courbe cPcc− cCcc (Fig 2.8e) est
proche de celle de la variance (Fig 2.8a) car les variations de la courbure de l’isotherme avec
la concentration (Fig 2.8c) sont relativement faibles.
La comparaison des courbes cPbord − cCbord et cPcc − cCcc en fonction de c issues du forma-
lisme exact et celles déterminées à l’aide de (2.4) est présentées sur les figures 2.8d et e.
La méthode approchée fournit une bonne estimation de l’écart entre les deux ensembles
thermodynamiques.
Bien que nous ayons choisi de ne pas le présenter dans ce manuscrit, cette méthode
permet également de quantifier l’écart entre les deux ensembles pour les autres variables
(ccoeur, cbb ou cbc).
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. 2.8: Evolution avec la concentration nominale de la variance de la concentration dans l’en-
semble p-GC (a), de la courbure de l’isotherme cCbord (b) et de la concentration de paire c
C
cc (c)
canonique, de la différence exacte (disques noirs) et approchée (disques gris) entre l’ensemble p-GC
et l’ensemble canonique de la concentration de bord (d) et de la concentration de paire en cœur de
nanofil (e). Les lignes pointillées sont représentées pour aider la lecture. n = 10, T = 300 K, τ = 46
meV.
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La différence entre les ensembles canonique et p-GC provient du fait que la compo-
sition d’une nanoparticule peut fluctuer dans l’ensemble p-GC mais pas dans l’en-
semble canonique. La méthode Delta qui consiste à faire un développement en série
de Taylor au second ordre d’une variable est un outil simple et efficace pour analy-
ser l’écart de cette variable dans les deux ensembles. Ainsi nous avons montré que
l’écart sur une grandeur moyenne 〈Q〉 entre les ensembles canonique et p-GC est
proportionnel
• à l’amplitude des fluctuations en concentration dans l’ensemble p-GC (qui ne
dépend pas de la grandeur observée) et
• à la courbure de la fonction canonique ∂2 〈Q〉C[n,c] /∂c2 à la concentration
considérée. Ainsi, l’écart mesuré dépend bien de la grandeur observée puisque la
forme de l’isotherme 〈Q〉C[n,c] dépend de la grandeur 〈Q〉 analysée.
2.2 Influence de la longueur de la chaîne
Pour analyser en détail l’influence de la longueur de la chaîne sur les différentes grandeurs
d’équilibre nous utilisons un développement limité du 1er ordre en 1/n des formules exactes
définies dans le chapitre précédent (§ 1.).
2.2.1 Isotherme
La figure 2.9 présente les isothermes c [∆µ] pour différentes longueurs de chaîne pour les
ensembles canonique et p-GC. Etudions d’abord les isothermes p-GC. Pour n = 2, il n’y
a pas de site de cœur et l’isotherme cP [∆µ] correspond à l’isotherme cPbord [∆µ] des sites
de bord. Cette isotherme est définie par l’équation (1.51). A la limite thermodynamique, la
présence des deux sites de bord est négligeable et c = ccoeur. L’isotherme c
P [∆µ] correspond
alors à l’isotherme des sites de cœur cPcoeur [∆µ]. Rappelons que les isothermes c
P
bord [∆µ] et
cPcoeur [∆µ] sont indépendantes de la taille et qu’il y a juste un décalage en ∆µ entre ces
deux isothermes : cPbord [∆µ] = c
P
coeur [∆µ+ τ ]. Pour les tailles intermédiaires, l’isotherme
cP [∆µ] est une moyenne pondérée des isothermes des sites de bord et des sites de cœur.
Pour une valeur de ∆µ donnée, cPbord étant supérieur à c
P
coeur, plus un nanofil est court, plus
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sa concentration nominale est grande car la proportion de sites de coeur diminue.
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. 2.9: Isotherme c [∆µ] dans les ensembles canonique (symboles) et p-GC (traits) pour diffé-
rentes longueurs de chaîne. n = 2 (rouge), n = 5 (vert), n = 10 (bleu), n = 20 (orange), limite
thermodynamique (noir). T = 300 K, τ = 46 meV.
Les isothermes sont légèrement plus raides dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble
p-GC. Plus la taille augmente, plus l’écart entre les isothermes canonique et p-GC diminue.
Pour les faibles concentrations, du fait de l’asymétrie de la DEC, cC [∆µ] < cP [∆µ] alors que
pour les fortes concentrations cC [∆µ] > cP [∆µ].
Le développement limité conduit aux expressions suivantes des isothermes c (∆µ) appro-
chées :
β∆µC = 2βτ + ln
c
1− c +
1
n
(
1
2
1− 2c
c (1− c) − 2
eβτ − 1
1− c+ ceβτ
)
, (2.5a)
cP =
1
1 + eβ(2τ−∆µ)
(
1 + 2
eβ(τ−∆µ)
n
eβτ − 1
1 + eβ(τ−∆µ)
)
. (2.5b)
Ces expressions mettent en évidence les résultats énoncés ci-dessus :
• lorsque n → ∞, on retrouve pour les deux ensembles l’équation classique de
champ moyen d’un alliage formant une solution solide idéale pour une chaîne infinie :
β∆µ = 2βτ + ln c
1−c .
• pour c = 1/2 , β (∆µC − 2τ) = − 4
n
eβτ−1
eβτ+1
. Donc plus la longueur de la chaîne
est petite plus l’isotherme canonique est décalée vers des valeurs négatives en ∆µ.
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De même, pour ∆µP = 2τ ,
(
cP − 1
2
)
= 1
n
eβτ−1
eβτ+1
. Pour une même valeur de ∆µ la
concentration nominale diminue lorsque la longueur de la chaîne augmente, autrement
dit plus la chaîne est courte plus l’isotherme p-GC est décalée vers des valeurs négatives
de ∆µ.
• pour c = 1/2 la pente de l’isotherme vaut KP = ∂cP
∂∆µ
∣∣∣
cP=1/2
= 1
4
(
1− 2
n
(
eβτ−1
eβτ+1
)2)
en p-GC et KC = KP + 1
4n
en canonique. La pente de l’isotherme canonique est donc
plus grande que celle de l’isotherme p-GC.
2.2.2 Isotherme de ségrégation
De même les isothermes de ségrégation s’écrivent en fonction de la taille sous la forme
suivante dans l’ensemble canonique :

cCbord =
ceβτ
1−c+ceβτ
(
1− 1−c
n
eβτ−1
(1−c+ceβτ)2
)
,
cCcoeur = c
(
1− 21−c
n
eβτ−1
1−c+ceβτ
)
,
(2.6)
et dans l’ensemble p-GC :


cPbord =
ceβτ
1−c+ceβτ
(
1− 21−c
n
eβτ−1
(1−c+ceβτ)2
)
cPcoeur = c
(
1− 21−c
n
eβτ−1
1−c+ceβτ
)
.
(2.7)
Dans l’annexe E, nous montrons que les relations (2.7) sont également obtenues par
application de la relation Delta (2.4) à l’ordre 1 à partir des expressions approchées des
concentrations des sites de bord et des sites de coeur (2.6), ce qui illustre la pertinence de
la méthode Delta.
Ces expressions montrent que :
• pour n→∞, on retrouve pour les deux ensembles les équations classiques de champ
moyen cEbord =
ceβτ
1−c+ceβτ et c
E
coeur = c pour une chaîne semi-infinie dans le cas d’un alliage
formant une solution solide idéale.
• pour τ > 0 (eβτ − 1 > 0) et pour une valeur de c fixée, les concentrations des
sites de bord et des sites de cœur augmentent avec la longueur de la chaîne dans
les deux ensembles. Rappelons que les concentrations des sites de bord et des sites
de cœur sont reliées par l’équation de conservation de la matière (1.10). Pour une
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concentration nominale donnée, une augmentation de la longueur de la chaîne diminue
(resp. augmente) la proportion des sites de bord (resp. cœur). Pour des longues chaînes,
l’augmentation de la longueur n’a quasiment plus d’influence.
• la ségrégation est plus forte dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC
puisque cCbord > c
P
bord ∀ (n, c) .
La figure 2.10 présente l’évolution du profil d’équilibre en fonction de la longueur de la
chaîne dans les deux ensembles pour c = 0, 75 et T = 300 K. Les prédictions de (2.6) et (2.7)
sont en bon accord avec les résultats exacts même pour des tailles relativement faibles. Cela
confirme la validité du développement limité.
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. 2.10: Concentration des sites de bord et des sites de cœur en fonction de la longueur du nanofil.
Ensemble p-GC exact (trait continu). Ensemble canonique exact : concentration de bord (cercle
vide), concentration de cœur (disque plein). Résultats approchés : ensemble canonique (formule
(2.6)) (pointillés), ensemble pGC (formule (2.7)) (tireté). n = 10, T = 300 K, τ = 46 meV.
Nous avons vu précédemment que cEbord − cEcoeur permet de quantifier la ségrégation.
L’application des formules précédentes conduit à :
cEbord − cEcoeur = c (1− c)
eβτ − 1
1− c+ ceβτ
(
1 +
1
n
× ∆
E
(1− c+ ceβτ )2
)
,
avec :  ∆
C = 2
(
1− c+ ceβτ)2 − eβτ ,
∆P = 2
(
1− c+ ceβτ)2 − 2eβτ .
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On vérifie bien que pour n→∞, cEbord−cEcoeur → c (1− c) e
βτ−1
1−c+ceβτ quel que soit l’ensemble
considéré.
La figure 2.11a montre l’évolution de cEbord − cEcoeur en fonction de n pour c = 0, 75. Dans
chaque ensemble, la différence entre la concentration des sites de bord et celle des sites
de coeur diminue lorsque la longueur de la chaîne augmente. Pour une valeur de c fixée,
cEbord − cEcoeur est une fonction monotone de n, strictement décroissante (resp. croissante)
quand ∆E > 0 (resp. ∆E < 0). La ségrégation varie en fonction de n de la même manière
dans les deux ensembles lorsque ∆C et ∆P sont positifs ou négatifs, i.e. pour c ≥ 0, 27 et
c ≤ 0, 15 (fig. 2.11b). Pour 0, 15 ≤ c ≤ 0, 27, ∆C > 0 et ∆P < 0, d’où cCbord − cCcoeur diminue
avec la longueur de la chaîne alors que cPbord − cPcoeur augmente.
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. 2.11: Evolution de cEbord − cEcoeur en fonction de n pour c = 0, 75 (a) et de ∆E avec la
concentration nominale (b) dans les ensembles canonique (losanges (a), tiretés (b) et p-GC (trait
continu (a et b)). T = 300 K, τ = 46 meV.
Etudions maintenant plus en détail l’influence de la longueur de la chaîne sur l’écart
de ségrégation entre les deux ensembles. La figure 2.12a montre que σ2 décroît lorsque la
taille augmente quelle que soit la concentration nominale. A la limite thermodynamique
(lorsque n → +∞), σ2 tend vers 0 sur toute la gamme de concentration. La comparaison
de la courbure de l’isotherme des sites de bord dans l’ensemble canonique pour différentes
longueurs de chaîne est présentée sur la figure 2.12b. La longueur de la chaîne n’a pas une
grande influence sur la courbure de l’isotherme pour les concentrations supérieures à 0,2
et comme σ2 décroît lorsque la taille augmente, l’écart de ségrégation entre les ensembles
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diminue rapidement avec une augmentation de la longueur du nanofil. En revanche, pour les
très faibles concentrations, plus le nanofil est long plus la courbure est importante.
Cette courbure est néanmoins bornée puisque la courbure maximale correspond à la
courbure de la limite thermodynamique lorsque c → 0 et vaut 2eβτ (1− eβτ) ≈ −58. Aux
très faibles concentrations, il y a deux effets opposés :
— la courbure augmente avec la longueur de la chaîne, ce qui d’après la formule (2.4) a
pour effet d’augmenter l’écart entre les ensembles,
— la variance de la DEC diminue avec la longueur de la chaîne, ce qui d’après la formule
(2.4) a pour effet de diminuer l’écart entre les ensembles.
La diminution de la variance est plus importante que l’augmentation de la courbure
de sorte que l’écart entre les ensembles diminue avec une augmentation de la longueur.
Néanmoins, aux très faibles concentrations, cette diminution de l’écart est moins importante
qu’aux fortes concentrations (Fig. 2.12c).
2.2.3 Susceptibilités et concentration d’interface
Nous avons montré que les paires hétéroatomiques sont favorisées dans l’ensemble ca-
nonique du fait de la contrainte en composition. Pour étudier l’évolution des corrélations
d’occupation entre les sites avec la longueur de la chaîne nous considérons les susceptibilités
et la concentration d’interface AB dans l’ensemble canonique. Les susceptibilités s’écrivent
en 1/n selon :

kBTχ
C
bb = − c(1−c)n
(
eβτ
(1−c+ceβτ)2
)2
,
kBTχ
C
bc = − c(1−c)n e
βτ
(1−c+ceβτ)2
,
kBTχ
C
cc = − c(1−c)n ,
(2.8)
et cAB :
cCAB = c (1− c)
(
1− 1
n
eβτ − 2 + 3c (1− eβτ)
1− c+ ceβτ
)
. (2.9)
Les prédictions de (2.8) et (2.9) sont en bon accord avec les résultats exacts sur toute la
gamme de concentration. Pour une valeur de c fixée, les susceptibilités diminuent en valeur
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. 2.12: Evolution avec la concentration nominale de la variance de la concentration nominale
dans l’ensemble p-GC (a), de la courbure de l’isotherme cCbord canonique (b), de la différence exacte
(symbole plein) et approchée (symbole vide) entre l’ensemble p-GC et l’ensemble canonique de la
concentration de bord (c). Les lignes pointillées sont représentées pour aider la lecture. n = 10
(rouge), n = 20 (vert), n = 40 (bleu), n→ +∞ (noir). T = 300 K, τ = 46 meV.
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absolue avec la longueur du nanofil et tendent vers 0 lorsque n→∞. Ces expressions mettent
en évidence le rôle de la ségrégation sur les corrélations chimiques :
• χCcc est indépendant de la valeur de τ . Pour τ 	= 0, χCbc = χCcc × f [τ , c] et χCbb =
χCbc × f [τ , c] = χCcc × f 2 [τ , c] où f [τ , c] = e
βτ
(1−c+ceβτ)2
.
• les susceptibilités sont indépendantes des sites considérés et égales à χCcc en l’absence
de ségrégation (τ = 0). Cela signifie que même pour des espèces indiscernables (V = 0)
l’ensemble canonique introduit des corrélations chimiques induites par la contrainte de
composition que l’on peut relier aux propriétés de la loi hypergéométrique.
De plus on peut remarquer que pour c = 1/
(
1 + eβτ/2
)
, nχCbb = nχ
C
bc = nχ
C
cc =
−β/ (4 cosh βτ
4
) ∀n. Pour les faibles (resp. fortes) concentrations, i.e. pour c < 1/ (1 + eβτ/2)
(resp. c > 1/
(
1 + eβτ/2
)
), on a alors
∣∣χCbb∣∣ > ∣∣χCbc∣∣ > ∣∣χCcc∣∣ (resp. ∣∣χCcc∣∣ > ∣∣χCbc∣∣ > ∣∣χCbb∣∣) du fait
de l’enrichissement préférentiel des sites de bord (resp. de coeur).
La formule (2.9) montre que le comportement de cCAB dépend de la valeur de c. Pour
c > 2−e
βτ
3(1−eβτ) (resp. c <
2−eβτ
3(1−eβτ)), c
C
AB augmente (resp. diminue) avec n et tend vers c (1− c)
à la limite thermodynamique.
2.3 Influence de la température
2.3.1 Limite haute température
Une variation de la température entraîne une variation de l’importance relative de la
contribution des termes énergétiques et des termes entropiques dans la fonction de partition.
L’étude de l’équilibre aux limites haute et basse températures est riche d’enseignement car
elle permet d’isoler l’effet entropique (à la limite haute température) ou l’effet énergétique
(à basse température). Commençons par étudier la limite haute température.
Les équations des isothermes des sites de bord et des sites de coeur en fonction de la
concentration nominale dans les deux ensembles (1.44) et (1.53) montrent que cEp → cE
lorsque T → +∞ (i.e. lorsque β → 0), quel que soit l’ensemble statistique considéré. Cela
vient du fait qu’à la limite haute température la contribution énergétique des paires est
négligeable devant l’effet de l’entropie et tous les sites sont équivalents quel que soit leur
nombre de liaisons. Il n’y a donc pas de différence entre les isothermes cEp
[
cE
]
des ensembles
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canonique et p-GC.
Etudions maintenant les isothermes c [∆µ]. Dans l’ensemble p-GC, pour une valeur de
∆µ donnée, lorsque la température tend vers l’infini, la concentration de l’ensemble des sites
tend vers 1/2 (voir (1.51)). Pour atteindre des concentrations différentes de 1/2, il faut que
∆µ diverge. Il devient alors judicieux de représenter l’isotherme c [β∆µ] lorsque β → 0.
La limite de la relation (1.52) nous permet d’obtenir l’isotherme p-GC dans la limite
haute température :
β∆µP[n,c
P] = ln
[
cP
1− cP
]
(2.10)
La limite de la relation (1.47) nous permet d’obtenir l’isotherme canonique :
β∆µC[n,c] =
1
2
ln
[
c
1− c
c+ 1/n
1− c+ 1/n
]
(2.11)
Ces isothermes sont représentées sur la figure 2.13 pour un nanofil de n = 10 atomes.
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. 2.13: Evolution de la concentration nominale en fonction de β∆µ à la limite haute température
dans les ensembles p-GC (trait) et canonique (losanges). n = 10, τ = 46 meV.
Même à la limite haute température, l’isotherme canonique est encore une fois plus raide
que l’isotherme p-GC. Pour bien comprendre cette différence il faut étudier la DEC.
Tous les sites ayant la même concentration, la composition du nanofil est une somme de
variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) et suit
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donc une loi binomiale :
ρ
P[n,cP]
nA =
(
n
nA
)(
cP
)nA (1− cP)n−nA (2.12)
La variance de la DEC vaut :
σ2 =
1
n
cP
(
1− cP) (2.13)
Cette expression est bien cohérente avec l’équation (1.55). La variance de la DEC est
représentée sur la figure 2.14.
La variance est parfaitement symétrique en cP , elle est maximale lorsque la concentration
moyenne vaut cP = 1/2, elle vaut alors σ2max = 1/ (4n). Cette courbe de la variance est
relativement proche de celle obtenue pour T = 300 K (fig. 2.8a) puisque pour n = 10, σ2max =
0, 022 ce qui est proche de la valeur maximale à la limite haute température 1/ (4n) = 0, 025.
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. 2.14: Evolution de la variance de la DEC en fonction de la concentration à la limite haute
température. n = 10, τ = 46 meV.
La différence entre β∆µP et β∆µC, qui provient de l’asymétrie de la DEC, est caractérisée
de manière exacte par la formule (2.1). La figure 2.15 présente l’écart β
(
∆µP −∆µC) =
1
2
ln
[
(1−c)(1−c+1/n)
c(c+1/n)
]
en fonction de la concentration.
Nous retrouvons des caractéristiques très proches de celles de la figure 2.2. Nous voyons
aussi qu’à la limite très haute température, comme les atomes A et les atomes B sont
énergétiquement équivalents, β
(
∆µP −∆µC) est parfaitement symétrique en concentration :
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. 2.15: Variation de β
(
∆µP −∆µC) en fonction de la concentration nominale à la limite haute
température. n = 10, τ = 46 meV.
∆µP[c] − ∆µC[c] = − (∆µP[1−c] −∆µC[1−c]) alors qu’à T = 300 K cette symétrie n’était
qu’approchée. Pour cCp = c
C , la courbure ∂
2c
C[n,c]
p
∂c2
est nulle donc l’écart entre les isothermes de
ségrégation des deux ensembles statistiques est nul.
Que se passe-t-il pour une concentration de paire cAiAj ? Rappelons qu’à haute tempéra-
ture tous les sites de la chaîne sont équivalents. La concentration de la paire AA sur les sites i
et j est donc indépendante des sites considérés : cAiAj = cAA. Dans l’ensemble p-GC, c
P
AA = c
2
car les facteurs d’occupation des différents sites sont indépendants les uns des autres. Dans
l’ensemble canonique, la concentration de paire AA vaut cCAA =
nA
n
nA−1
n−1 = c
(
n c−1
n−1
)
. Le
terme nA
n
correspond à la probabilité d’avoir un atome A sur un site donné. Une fois que
l’on sait qu’il y a un atome A sur un site donné, il ne reste plus que nA − 1 atomes de A à
répartir sur n− 1 sites. Le terme nA−1
n−1 correspond donc à la probabilité d’avoir un atome A
sur un deuxième site sachant qu’il y a un atome A sur un premier site. La concentration de
paire ne sera donc pas la même à la limite haute température entre l’ensemble canonique et
l’ensemble p-GC. La concentration de paire homoatomique est moins importante dans l’en-
semble canonique. Nous retrouvons bien le fait que l’ensemble canonique favorise les paires
hétéroatomiques comparativement à l’ensemble p-GC.
A l’aide de (2.13) il est aisé de montrer que la formule (2.4) est exacte pour la concen-
tration de paire à la limite haute température.
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2.3.2 Etats de base
L’étude des états de base (à T = 0 K) permet d’éliminer l’effet de l’entropie. L’équilibre
est alors caractérisé par la (ou les) configuration(s) de plus basse énergie.
Le calcul des limites pour T → 0 K des formules (1.52) et (1.47) permet d’obtenir
l’isotherme de la concentration nominale cE en fonction de ∆µ pour les deux ensembles
statistiques (figure 2.16a). Le calcul des limites des formules (1.53) et (1.44) permet d’obtenir
les états de base des isothermes de ségrégation et des concentrations de paire en fonction de
la concentration nominale. Ces isothermes sont représentées sur la figure (2.16b et c).
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. 2.16: Représentation des états de base d’un alliage formant une solution solide idéale dans
l’ensemble canonique (symboles) et dans l’ensemble p-GC (traits). Isotherme cE = f [∆µ] (a). Les
configurations correspondantes sont représentées schématiquement pour un nanofil de 5 atomes.
Isotherme des concentrations des sites de bord cEbord (c) (cercles, pointillé) et de cœur c
E
coeur (c)
(points, trait continu) (b). Evolution avec la concentration nominale des concentrations de paires
cEbb (cercles, pointillé), c
E
bc (disques gris, tireté), c
E
cc (disques noirs, trait continu) (c). n = 10, τ = 46
meV.
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Cette figure montre que les isothermes c [∆µ] des deux ensembles sont identiques à 0 K.
Cela est bien cohérent avec la formule (2.1).
Lorsque 2τ −∆µ est inférieur (resp. supérieur) à 0, il est énergétiquement favorable que
les sites de cœur soient occupés par des atomes A (resp. B). De même, lorsque τ −∆µ est
inférieur (resp. supérieur) à 0, l’occupation des sites de bord par des atomes A (resp. B) est
énergétiquement favorable. Ainsi, du fait de la présence d’une liaison coupée pour les sites
de bord, la transition B → A ne se fait pas pour la même valeur de ∆µ pour les sites de
cœur et pour les sites de bord. En conséquence, il existe trois états de base :
• pour ∆µ < τ , le nanofil est pur B,
• pour τ < ∆µ < 2τ , le nanofil présente une configuration cœur (pur B) coquille
(pure A),
• pour ∆µ > 2τ , le nanofil est pur A
Les isothermes cp [c] et cAiAj [c] (2.16b et c) permettent de détailler les transitions B → A
en ∆µ = τ et en ∆µ = 2τ pour T = 0+ (i.e. lorsque T est très proche de 0 K). Pour bien
interpréter ces isothermes, il est nécessaire de préciser qu’à T = 0 K, pour ∆µ = 2τ et
dans l’ensemble p-GC, l’énergie du nanofil est indépendante de la configuration du cœur.
Toutes les configurations pour lesquelles les sites de bord sont occupés par des atomes A
sont équiprobables. La concentration nominale moyenne du nanofil est alors fixée et vaut
cP = 1
n
(
2 + n−2
2
)
. Les concentrations intermédiaires, 2
n
< cP < 1
n
(
2 + n−2
2
)
et 1
n
(
2 + n−2
2
)
<
cP < 1 ne sont alors pas accessibles. En revanche, pour T = 0+K, en faisant varier ∆µ
pour des valeurs très proches de 2τ , il est possible de contrôler la concentration nominale du
nanofil. L’isotherme cp [c] (Fig. 2.16b) met en évidence que, tant que les sites de bord ne sont
pas purs A, les sites de cœur sont purs B. De même, si les sites de cœur ne sont pas purs
B, les sites de bord sont nécessairement purs A. En augmentant la concentration nominale
du nanofil, il y a un enrichissement en atomes A successif des sites de bord puis des sites de
cœur.
Nous voyons que les concentrations de site des deux ensembles statistiques sont identiques
contrairement aux concentrations de paire. Pour comprendre cet écart sur les concentrations
de paire, étudions la variance de la DEC (Fig. 2.17). Nous distinguons deux régimes :
• pour 0 < c < 2/n, les sites de cœur sont purs B et seuls les sites de bord peuvent être
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occupés par un atome A. D’après la relation de conservation de la matière (1.10), la
concentration des sites de bord vaut : cPbord =
n cP
2
. Nous avons alors nA = nAbord
qui est la somme de 2 variables de Bernoulli i.i.d. et qui suit donc une loi bino-
miale : ρ
P[n,cP ]
nA =
(
2
nA
) (
cPbord
)nA (1− cPbord)n−nA. La variance de la DEC vaut alors
σ2 = 2n c
P
2n2
(
1− n cP
2
)
=
n cP(2−n cP)
2n2
=
cP(2/n−cP)
2
.
• pour 2/n < c < 1, les sites de bord sont purs A et seuls les sites de cœur peuvent
être occupés par un atome B. D’après la relation de conservation de la matière (1.10),
la concentration des sites de cœur vaut : cPcoeur =
n c−2
n−2 . Alors nA = 2+nAcoeur qui suit
une loi binomiale : ρ
P[n,cP]
nA =
(
n−2
nA−2
) (
cPcoeur
)nA−2 (1− cPcoeur)n−nA. La variance de la
DEC vaut alors σ2 = (n−2)
n2
cPcoeur
(
1− cPcoeur
)
=
(ncP−2)(1−cP)
n(n−2) .
2ên n+22 n0 1
1
2 n2
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. 2.17: Evolution avec la concentration nominale, de la variance de la DEC dans l’ensemble
p-GC à l’état de base (trait continu) et à la limite haute température (tireté). τ = 46 meV, n = 10.
Pour comprendre les écarts entre les ensembles, nous pouvons encore une fois faire appel
à la formule Delta (2.4) qui est exacte pour l’état de base pour les grandeurs étudiées ici. Les
concentrations de site sont identiques dans les deux ensembles car la courbure des isothermes
est nulle exceptée en c = 2/n or pour cette valeur de c la variance est nulle. En revanche, pour
les concentrations de paire cbb et ccc, les isothermes présentent des courbures non nulles pour
d’autres concentrations que c = 2/n. Il y a donc un écart entre les ensembles statistiques. Cet
écart est particulièrement important en c = 1/n pour cbb puisque la courbure de l’isotherme
est très importante. Dans l’ensemble canonique nous avons alors cCbb = 0 alors que dans
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l’ensemble p-GC cPbb = 1/4.
Pour un alliage formant une solution solide idéale, nous avons montré que pour les
fortes concentrations nominales, les fluctuations en concentration dans l’ensemble p-
GC sont quasiment aussi fortes à T = 0 K qu’à haute température. Ces fluctuations
sont en revanche fortement diminuées pour des concentrations proches de c = 2/n
puisqu’à l’état de base, pour pouvoir remplir les sites de cœur il faut que tous les
sites de bord soient occupés. L’effet de ces fluctuations n’est pas visible sur le profil
de concentration de site mais il est visible sur les concentrations de paire.
2.3.3 Températures intermédiaires
Nous souhaitons maintenant étudier plus en détail les variations de la ségrégation avec
la température pour des températures intermédiaires. Une variation de la température fait
varier les grandeurs d’équilibre par l’intermédiaire du paramètre τ = τ
kT
. Il est alors judicieux
d’étudier les variations des grandeurs d’équilibre en fonction de τ puisque deux systèmes qui
ont des valeurs différentes de τ et de T vérifient le même équilibre s’ils ont la même valeur
de τ .
Pour alléger ce manuscrit, nous nous limitons à l’étude des concentrations des sites de
bord. Les concentrations des sites de cœur peuvent être déterminées directement à partir
des concentrations de bord et de la concentration nominale.
Dans l’étude de l’équilibre dans les limites basse et haute température, nous avons mis
en évidence qu’il existe des concentrations nominales pour lesquelles l’équilibre présente une
irrégularité. Pour compléter notre étude en température, nous allons étudier les variations
avec τ des grandeurs d’équilibre pour ces concentrations nominales. Nous allons donc consi-
dérer les 3 concentrations non pures qui correspondent aux extrema de la variance de la DEC
en fonction de la concentration pour l’état de base :
• c = 1/n à laquelle nous associerons la couleur bleue,
• c = 2/n à laquelle nous associerons la couleur magenta,
• c = n+2
2n
à laquelle nous associerons la couleur rouge.
La figure 2.18 présente l’évolution de la concentration de bord canonique et p-GC en
fonction de τ pour ces 3 concentrations.
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. 2.18: Evolution de la concentration de bord avec τ . Ensemble canonique : tireté, ensemble
pGC : continu. c = 0, 1 (bleu), c = 0, 2 (violet), c = 0, 6 (rouge). n = 10.
Nous constatons que quels que soient la concentration nominale et l’ensemble statistique
considérés, la concentration de bord croît de manière monotone lorsque τ augmente (i.e.
lorsque la température diminue). Un calcul simple de la dérivée de la concentration de
bord en fonction de la température (à concentration constante) permet de généraliser ce
résultat à l’ensemble des concentrations nominales. La concentration de bord est toujours
plus importante dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC. Comme attendu, à la
limite haute température (i.e. en τ = 0), la concentration de bord tend vers la concentration
nominale alors qu’à la limite basse température la concentration de bord tend vers 1 pour
c ≥ 2/n et vers 0, 5 pour c = 1/n.
La figure 2.19a présente l’évolution de la variance de la DEC avec T . Pour une valeur de
c fixée, la variance de la DEC diminue de manière monotone avec T quelle que soit la valeur
de τ . Si les variations de la variance avec la température sont relativement importantes pour
les faibles concentrations, elles le sont moins pour les fortes concentrations. La figure 2.19b
présente les variations de la courbure de l’isotherme cCbord [c]. Du fait de la ségrégation, cette
isotherme est concave et la courbure est négative quelles que soient la concentration et la
température. Pour toutes les concentrations nominales différentes de c = 2/n, la courbure
est nulle pour l’état de base. En partant de cet état de base et en augmentant T , la concavité
augmente, passe par un maximum puis tend vers 0 à la limite haute température. En c = 2/n,
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la concavité diminue de manière monotone avec la température. La figure 2.19c présente
l’écart des concentrations de bord entre l’ensemble p-GC et l’ensemble canonique. La formule
(2.4) donne une bonne estimation de cet écart. La différence entre les ensembles p-GC et
canonique peut donc bien être interprétée à l’aide de la variance de la DEC et de la courbure
de l’isotherme cCbord [c] quelle que soit la température. Pour les fortes concentrations, comme
les variations de la variance avec la température sont moins marquées que les variations de la
courbure, les variations de l’écart c
P[n,cP]
bord − c
C[n,cP]
bord avec la température sont principalement
dues aux variations de la courbure (et donc au phénomène de ségrégation). En revanche pour
c = 2/n, l’effet de la variation de la variance est important et permet d’expliquer que l’écart
soit nul pour l’état de base.
L’écart maximal observé sur la concentration de bord est supérieur à 0,1 en valeur ab-
solue. Cet écart est très important si on se place du point de vue de l’espèce B puisque la
concentration de B en bord d’amas vaut alors 0,22 dans l’ensemble canonique et 0,33 dans
l’ensemble p-GC (soit une augmentation de 50%). Cela montre l’importance du choix de
l’ensemble statistique pour simuler un système de petite taille.
2.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié en détail la composition chimique à l’équilibre d’un
nanofil constitué d’un alliage AcB1−c formant une solution solide idéale. Du fait que V = 0,
seuls les deux sites de bord du nanofil sont le siège d’une ségrégation en l’un des éléments,
tous les autres sites ayant même concentration.
Les grandeurs d’équilibre d’un nanofil dépendent de l’ensemble statistique considéré
même pour un alliage formant une solution solide idéale. Il est donc crucial de pouvoir
bien préciser les conditions expérimentales d’observation, pour réaliser les simulations dans
le même ensemble statistique et comparer les résultats expérimentaux aux résultats théo-
riques. Pour un nanofil chimiquement isolé, l’ensemble canonique est pertinent alors que
l’ensemble p-GC est adapté pour un nanofil en équilibre avec un réservoir ou un ensemble
de nanofils en équilibre chimique.
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. 2.19: Evolution avec T de la variance de la DEC (a), de la courbure de l’isotherme canonique
cCbord [c] (b), de la différence de concentration de bord entre l’ensemble p-GC et l’ensemble canonique
déterminée de manière exacte (continu) et à l’aide de la formule (2.8) (pointillé). c = 0, 1 (rouge),
c = 0, 2 (violet), c = 0, 6 (bleu). n = 10, τ = 46 meV.
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Nous avons montré que les isothermes c [∆µ] et cp [∆µ] sont plus raides dans l’ensemble
canonique que dans l’ensemble p-GC. La ségrégation caractérisée par cbord − ccoeur est éga-
lement plus forte dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC. Le fait de fixer
la composition du nanofil dans l’ensemble canonique conduit à la présence de corrélations
chimiques d’occupation des sites qui sont quantifiées à l’aide des susceptibilités. Ces corréla-
tions favorisent les paires hétéroatomiques. Dans l’ensemble p-GC les sites étant décorrélés,
les susceptibilités sont nulles. La concentration d’interface AB est donc plus importante dans
l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC.
L’écart entre les deux ensembles d’une grandeur d’équilibre peut être estimé avec la
méthode Delta qui consiste à faire un développement au second ordre d’une fonction d’une
variable aléatoire autour de sa valeur moyenne. La différence entre les deux ensembles est
proportionnelle à la variance des fluctuations de concentration de l’ensemble p-GC et à la
courbure de l’isotherme canonique de la grandeur considérée. Cette différence :
• diminue avec une augmentation de la longueur de la chaîne ce qui est principalement
dû à une diminution des fluctuations de la DEC,
• présente des variations non monotones avec la température qui dépendent de la
concentration nominale considérée.
Nous avons mis en évidence que pour une valeur de c fixée la différence cbord − c aug-
mente de manière monotone avec n dans les deux ensembles. La différence cbord− ccoeur croît
(resp. décroît) de manière monotone pour les faibles (resp. fortes) concentrations nominales
avec la longueur dans les deux ensembles. Cependant pour un domaine de concentration
intermédiaire, la ségrégation diminue dans l’ensemble canonique alors qu’elle augmente dans
l’ensemble p-GC.
Ce travail se poursuit par l’étude de la chaîne finie à tendance à l’ordre homoatomique
(i.e. V < 0), où à basse température les écarts des isothermes entre les deux ensembles
thermodynamiques se révèlent encore plus importants.
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Chapitre 3
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Nous avons montré dans le chapitre 2 que la ségrégation est plus forte dans l’ensemble
canonique que dans l’ensemble p-GC pour un alliage formant une solution solide idéale. Du
fait de la dimension finie, la contrainte en composition introduit des corrélations d’occupation
des sites dans l’ensemble canonique, alors que les sites sont décorrélés dans l’ensemble p-GC
en raison des fluctuations en concentration. L’écart sur une grandeur d’équilibre entre les
deux ensembles est lié à l’amplitude des fluctuations en concentration dans l’ensemble p-GC
et à la courbure de l’isotherme canonique considérée.
Dans ce chapitre, nous présentons le comportement d’un nanofil allié dans le cas d’un
alliage à tendance à la démixtion ou à la séparation de phase (e.g. Ag-Cu, Co-Cu, Au-Co, Ag-
Ni, Au-Pt [51]), avec la même problématique que celle présentée dans le chapitre précédent.
Un alliage à tendance à la démixtion est caractérisé par un paramètre d’interaction de paire
V négatif, ce qui signifie qu’il est énergétiquement favorable de créer une paire AA et une
paire BB à partir de deux paires AB. On parle donc d’alliage à préférence homoatomique.
Comme précédemment, nous étudions le comportement du nanofil dans les ensembles
canonique et p-GC à partir des formules issues du calcul des fonctions de partition (§ 1.2).
Nous présentons tout d’abord le comportement à haute température (§ 3.1), où le principal
phénomène est la ségrégation. Dans une deuxième partie (§ 3.2) nous abordons les compor-
tements plus complexes à plus basse température. Rappelons que pour un système infini à
2 ou 3 dimensions, la préférence homoatomique induit une transition de phase aux faibles
températures et conduit à une démixtion des deux éléments. Dans le cas d’un système unidi-
mensionnel infini avec des interactions à courte distance il ne peut pas y avoir de transition
de phase (à une température non nulle)1. Cependant du fait de la longueur finie des nano-
1Notre système ne présentant pas de transition de phase, par la suite pour ne pas induire en erreur le
lecteur nous avons choisi de parler d’alliage à préférence à l’ordre homoatomique et non à tendance à la
démixtion ou à la séparation de phase.
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fils, leur équilibre présente des similitudes frappantes avec les transitions de phase. Ainsi F.
Lequien a montré qu’à basse température, la préférence homoatomique induit une DEC bi-
modale [40]. Nous nous proposons d’étudier cette bimodalité en donnant une caractérisation
des deux modes de la DEC et en déterminant les températures et les compositions limites
pour lesquelles cette bimodalité est observée.
3.1 Haute température
Nous avons choisi les paramètres τ et V qui permettent de reproduire la ségrégation
superficielle et la préférence homoatomique de l’alliage AgcCu1−c [40] : τ = 46 meV (valeur
utilisée dans le chapitre précédent) et V = −30 meV car cet alliage a fait l’objet de nom-
breuses études [25, 27, 28, 56]. Nous nous plaçons à relativement haute température (500
K). Les résultats sont comparés à ceux obtenus pour V = 0.
Contrairement au chapitre précédent nous commençons par présenter l’évolution de la
concentration d’interface en fonction de la concentration (figure 3.1). Lorsque V est néga-
tif, l’énergie interne d’un nanofil augmente avec le nombre nAB de liaisons AB. Ainsi les
configurations pour lesquelles nAB est grand sont énergétiquement désavantagées. Plus V est
négatif, plus la concentration d’interface AB dans le nanofil est faible, et ce quels que soient
l’ensemble statistique et la concentration considérés.
3.1.1 Isothermes
Les isothermes c [∆µ] des 2 ensembles sont présentées sur la figure 3.2. On observe que
l’isotherme canonique est plus raide que celle du p-GC quel que soit V . La diminution de
cAB permet d’expliquer la différence de pente entre les isothermes c [∆µ] obtenues pour
V = 0 et V < 0. Lorsque V est négatif, l’isotherme est plus raide que pour V nul car les
concentrations intermédiaires (proches de 0,5) qui comprennent en moyenne plus de liaisons
AB, sont défavorisées (figure 3.2).
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. 3.1: Concentration d’interface AB en fonction de la concentration nominale dans les ensembles
p-GC (trait) et canonique (points). V = 0 (gris), V = −30 meV (couleur). n = 10, T = 500 K,
τ = 46 meV.
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. 3.2: Evolution de la concentration nominale en fonction de la différence de potentiel chimique
∆µ dans les ensembles p-GC (trait) et canonique (points). V = 0 (gris), V = −30 meV (couleur).
n = 10, T = 500 K, τ = 46 meV.
Considérons maintenant les isothermes de ségrégation cp [c] et cp [∆µ] (fig. 3.3). Pour
une valeur de c (resp. de ∆µ) fixée, la concentration des sites de bord est plus élevée que
celle des seconds sites, 3èmes... pour les deux ensembles. Contrairement au cas V = 0, la
concentration n’est plus identique pour tous les sites de coeur. La figure 3.3a montre qu’aux
faibles valeurs de la concentration nominale, la concentration des sites de bord pour V < 0
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F
. 3.3: Evolution des isothermes de ségrégation en fonction de la concentration nominale (a) et
de ∆µ (b) dans les ensembles canonique (symboles) et p-GC (traits). cC1 (losange), cC2 (carré), cC5
(point), cP1 (pointillé), cP2 (tireté), cP5 (continu). V = 0 (gris), V = −30 meV (couleur). n = 10,
T = 500 K, τ = 46 meV. Les concentrations cC2 et c
C
5 sont confondues dans le cas V = 0. Les
isothermes p-GC pour V = 0 ne sont pas représentées.
est supérieure à celle pour V = 0. Ce comportement s’inverse pour c > 0, 5. On retrouve ce
résultat sur la figure 3.3b lorsque les isothermes sont représentées en fonction de ∆µ. Dans
ce cas on observe que chacune des isothermes de ségrégation est plus raide dans le cas V < 0
que dans le cas V = 0.
3.1.2 Profils de concentration, longueur de corrélation
Le tracé des profils de concentration est utile pour quantifier le phénomène de ségrégation
et pour caractériser le mode de convergence vers la concentration volumique. La figure 3.4
compare les profils de concentration obtenus dans les deux ensembles pour V négatif et
pour V nul. Quel que soit l’ensemble statistique, la concentration n’est plus homogène sur
les sites de cœur et la ségrégation ne se limite maintenant plus aux uniques sites de bord.
L’effet de surface et l’effet d’alliage conduisent à l’enrichissement en atome A du site de
bord et à celui du site imédiatement voisin car les liaisons homoatomiques sont favorisées
en 1ers voisins, qui lui-même entraîne un enrichissement moins important du site suivant
et ainsi de suite. La préférence à l’ordre homoatomique entraîne ainsi un amortissement du
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profil de concentration entre les sites de bord et les sites au centre du nanofil. Dans le cadre
de l’approximation de Bragg-Williams, cet amortissement est caractérisé à l’aide d’une loi
de puissance gouvernée par la longueur d’amortissement. Dans l’annexe F, nous montrons
que pour un nanofil de dimension finie, le profil de concentration ne vérifie pas une loi de
puissance et que la longueur d’amortissement est plus difficile à définir.
F
. 3.4: Profils de concentration pour c = 0, 3 (a) et c = 0, 7 (b) dans les ensembles p-GC (bleu)
et canonique (vert). n = 10, T = 500 K, τ = 46 meV et V = −30 meV. Les résutats dans l’ensemble
canonique pour V = 0 sont rappelés en gris.
L’enrichissement sur les sites de bord par rapport aux sites du centre du nanofil est plus
important dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC.
Pour quantifier la ségrégation et étudier l’influence de la concentration nominale, nous
représentons l’écart cp − c entre la concentration d’un site p et la concentration nominale
sur la figure 3.5. Tous les sites étant inhomogènes, il est plus simple d’étudier cp − c que
cp − ccoeur. On peut remarquer que cp − ccoeur est égal à la différence (cp − c)− (ccoeur − c) .
L’enrichissement du bord cbord− c est plus (resp. moins) important pour V < 0 que pour
V = 0 pour les concentrations nominales inférieures (resp. supérieures) à 0,5. De manière
similaire, l’appauvrissement du cœur ccoeur − c est plus (resp. moins) important pour les
faibles (resp. fortes) concentrations nominales.
Nous retrouvons donc le fait que V favorise la ségrégation de l’espèce minoritaire.
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. 3.5: Evolution de c1 − c (a) et de c5 − c (b) en fonction de c dans les ensembles canonique
(symbole) et p-GC (trait). V = 0 (gris), V = −30 meV (couleur). n = 10, T = 500 K, τ = 46 meV.
3.1.3 Susceptibilités
Pour V < 0, la présence d’un atome de nature X (X = A,B) sur un site donné favorise
la présence d’un atome de même nature sur les sites voisins. La préférence à l’ordre homoa-
tomique induit donc des corrélations chimiques entre les différents sites. Rappelons que les
sites du coeur du nanofil n’étant plus équivalents, il faut déterminer χij pour toutes les paires
i et j possibles.
Précisons que pour alléger le manuscrit nous ne présentons pas l’effet de V sur les concen-
trations de paire cij puisque celles-ci sont directement liées aux susceptibilités et au profil de
concentration par la relation (1.14). La figure 3.6 présente l’évolution avec j de la suscepti-
bilité entre un site i et le site j pour les deux ensembles pour une concentration nominale
égale à 0,5.
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F
. 3.6: Susceptibilité χij entre le site i et le site j en fonction de j avec i = 1 (a), i = 5 (b), dans
les ensembles p-GC (carrés) et canonique (points) pour c = 0, 5. n = 10, T = 500 K, τ = 46 meV.
V = 0 (gris), V = −30 meV (couleur). Les susceptibilités p-GC étant nulles pour V = 0 elles ne
sont pas représentées.
Contrairement au cas V = 0 où les susceptibilités sont nulles dans l’ensemble p-GC, pour
V < 0, χPij est positif quels que soient i et j sur toute la gamme de concentration. Cela signifie
que la présence d’un atome sur un site favorise la présence d’un atome de même nature sur
tous les autres sites du nanofil. De plus on observe que χPij décroît lorsque la distance entre
i et j augmente car plus les sites sont espacés, plus il est probable qu’un atome de nature
différente soit placé entre les deux sites.
Dans l’ensemble canonique, χCij est positif ou négatif en fonction des sites considérés
pour V < 0 alors que pour V nul les susceptibilités sont toujours négatives (fig. 3.6). Ceci
résulte de la compétition entre deux effets. D’une part, la dimension finie et la contrainte
de composition favorisent les liaisons hétéroatomiques ; d’autre part l’alliage a tendance à
former des liaisons homoatomiques. On observe sur la figure 3.6 que pour des sites i et j 1ers
voisins l’effet d’alliage l’emporte sur l’effet de la contrainte de composition
(
χCi(j=i±1) > 0
)
,
inversement l’effet de la contrainte de composition est plus important que l’effet d’alliage
lorsque les sites i et j sont éloignés
(
χCi(j =i±1) < 0
)
. Pour des sites i et j séparés d’au moins
deux atomes, l’effet de la contrainte de composition est même amplifié par la préférence
homoatomique puisque χCij [V < 0] < χ
C
ij [V = 0] < 0. Cela peut sembler surprenant car on
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s’attend à ce que les deux effets s’opposent. Mais pour respecter la conservation de la matière,
le fait que la présence d’un atome A favorise la présence d’un atome A sur des sites proches
doit être compensé et la présence d’un atome A sur un site plus éloigné doit être d’autant
plus défavorisée.
Du fait de la ségrégation la présence d’un atome de nature X sur un site donné n’a pas
une grande influence sur la nature d’un site de bord qui a des grandes chances d’être occupé
par un atome A peu importe la nature de X. Cela conduit à une augmentation de χCij lorsque
j s’éloigne de i et que j s’approche d’un bord.
Notons que les susceptibilités permettent d’expliquer pourquoi la ségrégation est plus
forte dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC. Le "contraste" chimique au sein
de la chaîne est plus important en canonique qu’en p-GC car la présence d’un atome A sur
le bord défavorise (resp. favorise) la présence d’un atome A sur les sites les plus au cœur de
la chaîne dans l’ensemble canonique (resp. p-GC).
La tendance à l’ordre homoatomique (V < 0) entraîne un changement de la réparti-
tion chimique d’équilibre. Nous avons illustré quatre effets. La préférence homoato-
mique :
• diminue la concentration d’interface AB dans un nanofil ;
• modifie les corrélations chimiques. Dans l’ensemble p-GC, la présence d’un
atome de nature donnée sur un site favorise la présence d’atomes de même nature
sur tous les autres sites. Cet effet diminue avec la distance entre les sites. Dans
l’ensemble canonique, la présence d’un atome de nature donnée sur un site favorise
(resp. défavorise) la présence d’atomes de même nature sur les sites proches (resp.
éloignés) ;
• conduit à un amortissement du profil de concentration ;
• favorise la ségrégation de l’espèce minoritaire.
Bien entendu, nous avons séparé ces phénomènes mais ils ne sont pas indépendants
les uns des autres. Nous avons vu que ces effets sont relativement similaires dans les
deux ensembles à l’exception des corrélations. Nous allons maintenant nous attacher
à comprendre les différences obtenues entre les deux ensembles statistiques.
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3.1.4 Ecart entre les ensembles thermodynamiques
Dans le cas d’un alliage formant une solution solide idéale, nous avons présenté une
méthode simple pour estimer l’écart entre les deux ensembles thermodynamiques. Nous avons
montré que cet écart pour une grandeur Q est proportionnel à la variance de la DEC et à la
courbure de l’isotherme 〈Q〉C [c] selon la relation suivante :
〈Q〉P[n,cP] − 〈Q〉C[n,cP] ≈ σ
2
2
∂2 〈Q〉C[n,c]
∂c2
∣∣∣∣∣
c=cP
(3.1)
Les configurations de concentration proche de 0,5 sont moins favorables que les configurations
de faible ou de forte concentration puisqu’elles présentent en moyenne un nombre plus élevé
de liaisons AB. Cela conduit à une DEC plus large que dans le cas V nul. La figure 3.7a
présente la variance de la DEC pour V = 0 et V = −30 meV. La préférence homoatomique
entraîne une augmentation de la variance de la DEC sur toute la gamme de concentration.
La figure 3.7 montre que la formule Delta permet d’avoir une bonne estimation de l’écart
entre les ensembles p-GC et canonique. Selon la grandeur observée, l’écart entre les ensembles
ne suit pas le même comportement. Par exemple, l’écart sur la concentration de bord est
maximal aux faibles concentrations (Fig. 3.7d) alors que l’écart sur la concentration d’inter-
face AB est maximal aux fortes concentrations (Fig. 3.7e). Cela s’explique par les variations
de la courbure des isothermes canoniques (Fig. 3.7b et c). La courbure de l’isotherme de
la concentration de bord change de signe aux fortes concentrations car la ségrégation de
l’espèce minoritaire (due à V ) devient importante. La ségrégation est donc moins forte dans
l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC puisque cPbord − cCbord > 0 aux très fortes
concentrations alors que pour les autres concentrations on retrouve le résultat inverse à sa-
voir une ségrégation plus importante en canonique qu’en p-GC. Nous vérifions bien le fait
que la concentration d’interface AB est plus importante dans l’ensemble canonique que dans
l’ensemble p-GC, quelle que soit la concentration nominale.
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. 3.7: Evolution avec la concentration nominale de la variance de la concentration nominale
dans l’ensemble pGC (V = 0 : gris, V = −30 meV : noir) (a), de la courbure de cCbord (b) et de la
concentration d’interface cCAB (c), de la différence exacte (symbole noir) et approchée (symbole gris)
entre l’ensemble pGC et l’ensemble canonique de la concentration de bord (d) et de la concentration
d’interface (e). Les lignes pointillées sont représentées pour aider la lecture. n = 10, T = 500 K,
τ = 46 meV et V = −30 meV.
A haute température, la préférence homoatomique entraîne une augmentation de
l’amplitude des fluctuations en concentration. L’écart observé entre les grandeurs
canonique et p-GC est alors légèrement plus important que dans le cas d’un alliage
formant une solution solide idéale. La formule Delta est une bonne approximation
pour étudier la différence entre les ensembles.
L’influence de la taille sur l’équilibre à haute température n’est pas détaillée ici car elle
est sensiblement la même que dans le cas d’un alliage formant une solution solide idéale.
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3.2 Influence de la température
Nous avons étudié à T = 500 K l’effet d’alliage qui est gouverné par le paramètre V .
V étant de nature énergétique, plus la température est élevée plus cet effet d’alliage est
faible. A la limite haute température (i.e. quand T → ∞), l’influence de l’énergie interne
est négligeable et l’équilibre est indépendant des paramètres énergétiques (V , τ). L’équilibre
pour un alliage à préférence homoatomique est le même que pour un alliage formant une
solution solide idéale (§ 2.3.1).
3.2.1 Basse température : vers une transition de phase ?
Aux faibles températures, pour un système infini 2D ou 3D, la préférence homoato-
mique induit une transition de phase [29]. Une transition de phase est une transformation
du système provoquée par la variation d’un paramètre extérieur (température, potentiel chi-
mique...). Pour un système infini, les transitions de phase sont définies de manière précise :
il y a une transition de phase d’ordre n lorsqu’une dérivée d’ordre n de l’énergie libre par
rapport à une variable thermodynamique est discontinue ou divergente. Mais pour un sys-
tème de dimension finie, la thermostatistique ne prédit pas de non analyticité [57]. D’après
cette définition des transitions de phase, aucun système fini ne présente de transition de
phase. Ainsi, aucun système ne présenterait de transition de phase puisque tout système
réel est de dimension finie. Néanmoins, des systèmes de dimension macroscopique présentent
des "réminiscences" de transition de phase [58] et si un système infini présente une chaleur
latente (qui résulte de la non analyticité de l’énergie libre), un système macroscopique pré-
sentera une capacité thermique très forte sur une très petite gamme de température de sorte
qu’expérimentalement une chaleur latente sera bien mesurée. C’est pourquoi la notion de
transition de phase a rencontré un grand succès et a aidé à la description d’un grand nombre
de systèmes réels.
En passant d’un système macroscopique à une nanoparticule, il y a un changement
d’échelle gigantesque. Le nombre d’atomes dans un cm3 de cuivre est d’environ 1023, alors
qu’une nanoparticule (et particulièrement un nanofil) peut être constitué de moins de 100
atomes.
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D’après Mainwood [57], pour que la notion de transition de phase ait encore du sens, il
est alors nécessaire
• d’avoir une définition des transitions de phase qui puisse être utilisée pour des
systèmes de dimension finie ;
• de justifier la pertinence de cette définition (cela permet-il de classer les phénomènes
observés, d’obtenir des informations quantitatives ?).
Pour des nanoparticules, plusieurs définitions ont été proposées :
• il y a une transition de phase pour un système fini si et seulement si le même système
porté à la limite thermodynamique présente une transition de phase [57]. Selon cette
définition, il n’y aura jamais de transition de phase pour notre système puisque d’après
Landau et Lifshitz [59], il n’y a pas de transition de phase dans le cas d’un chaîne infinie
avec des interactions à courte distance à une température non nulle. La limitation de
cette définition est qu’elle repose sur une opération fictive et imaginaire qui consiste à
porter le système à la limite thermodynamique.
• Dans le cas d’une chaîne de spins dans un formalisme d’Ising avec interaction
de paire ferromagnétique, Denisov prédit que des chaînes présentent un comportement
ferromagnétique si la température est suffisamment faible [35]. Son argumentaire repose
sur le fait que la probabilité qu’une chaîne ait tous ses spins alignés devient très grande
à basse température. De plus, il montre que le temps nécessaire pour qu’une chaîne
passe d’une de ces deux configurations à l’autre est très long à basse température
et qu’il existe nécessairement une température en-dessous de laquelle ce temps sera
beaucoup plus long que le temps d’observation. En admettant que le ferromagnétisme
correspond à une transition de phase (ce qui n’est pas une évidence pour un système
fini), Denisov propose donc bien un moyen de définir une transition de phase pour un
système fini.
• Dans le cas d’une transition du premier ordre avec chaleur latente à la limite ther-
modynamique, Gross [60] démontre que le système fini associé présente une anomalie
de convexité dans son entropie microcanonique en fonction de l’énergie. Par extension,
il propose d’associer la présence d’une telle anomalie dans un système fini arbitraire
à une transition de phase. Chomaz généralise la démonstration à toute transition de
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premier ordre et à tout ensemble statistique. Il propose comme définition de transition
dans les systèmes finis, l’observation de bimodalité dans la distribution du paramètre
d’ordre de l’ensemble intensif pour une observable variant linéairement avec le nombre
de particules [61].
Quelle que soit la définition d’une transition de phase pour un système fini, il est néces-
saire d’avoir une caractérisation fine de l’équilibre. Nous chercherons ensuite à voir si nous
retrouvons des caractéristiques d’une transition de phase.
L’influence du caractère fini des agrégats a été récemment étudiée dans le cas de la chaîne
linéaire pour comprendre le couplage entre l’extension de la ségrégation superficielle vers le
volume et les transitions de phase de volume ou de coeur [40]. A l’aide de simulations Monte
Carlo, F. Lequien a montré qu’à 100 K la DEC de l’alliage AgcCu1−c pour une chaîne de 10
atomes présente un caractère bimodal (Fig. 3.8) [40].
F
. 3.8: Distribution en concentration (DEC) à ∆µ = 85 meV pour une chaîne de 10 atomes.
T = 100 K, V = −30 meV et τ = 46meV. Figure tirée de la thèse de Florence Lequien [40]. cnom
correspond à c et n (cnom) correspond à ρPc
Un nanofil a donc deux états principaux qui lui sont accessibles. Cela correspond à une
caractéristique d’une transition de phase puisqu’un système infini a accès à deux états ma-
croscopiques si et seulement si il y a une transition de phase. Nous pouvons alors envisager
de donner comme définition d’une transition de phase la coexistence de deux états en sui-
vant la démarche développée par Chomaz [61]. Cependant, nous préférons ne pas parler de
transition de phase et nous limiter à l’utilisation du terme plus explicite de bimodalité.
92
F. Lequien a montré que le mode de faible concentration nominale est principalement
constitué de configurations cœur-coquille (CC), i.e. de configurations qui sont constituées
d’une sous-chaîne pur B entourée de deux sous chaînes pures A. Cela entraîne un profil de
concentration convexe dans l’ensemble p-GC alors que le profil de concentration présente
un amortissement linéaire dans l’ensemble canonique. Cette étude a été réalisée pour une
température et une concentration nominale données. Un de nos objectifs est donc d’étudier
l’influence de la température et de la concentration nominale sur ces phénomènes.
F. Lequien a montré que dans le cas d’un alliage pour lequel τ = 0 et pour c = 1/2, il
y a bimodalité lorsque la longueur de corrélation dans une chaîne infinie est supérieure à la
dimension de la chaîne. L’atténuation linéaire dans l’ensemble canonique et la DEC bimodale
dans l’ensemble p-GC sont des caractéristiques des systèmes finis, dont la taille est inférieure
à la longueur de corrélation obtenue dans le système infini. Dans l’annexe F nous détaillons
le calcul d’une longueur de corrélation pour un nanofil infini et semi-infini. Nous montrons
ensuite que cette notion de longueur de corrélation ne peut pas être transposée directement
au cas d’un nanofil de dimension finie à basse température dès lors que la ségrégation entre
en jeu (i.e. pour ∆µ 	= 0 ou τ 	= 0).
Cette bimodalité de la DEC peut conduire à des observations expérimentales étonnantes.
On s’attend à la coexistence de nanofils pésentant des configurations chimiques très diffé-
rentes. En fonction des propriétés recherchées cela peut être intéressant mais il peut éga-
lement être préférable que tous les nanofils aient des configurations chimiques identiques
(ou proches). Pour pouvoir contrôler la composition chimique des nanofils nous avons choisi
d’étudier en détail la DEC afin de déterminer les limites de la bimodalité quelle que soit la
concentration nominale lorsque τ 	= 0.
Dans un premier temps, nous allons déterminer les états de base qui définissent les confi-
gurations de plus basse énergie.
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3.2.2 Etats de base
3.2.2.1 Ensemble canonique
Dans l’ensemble canonique, pour une composition donnée, l’Hamiltonien de la chaîne
s’écrit (à une constante près) −nAbordτ − nABV (1.3). Les états de base sont définis par
les configurations d’énergie interne minimale. Dans le cas d’un alliage à préférence homoa-
tomique (V < 0) et lorsque τ > 0, pour minimiser l’énergie interne, il faut maximiser le
nombre d’atomes A en bord de chaîne et minimiser le nombre de liaisons AB. La valeur
maximale de nAbord est 2 (deux sites de bord). La valeur minimale de nAB est 1 lorsqu’il y a
au moins un atome de A et un atome de B sur la chaîne. En revanche, pour nAbord = 2, nAB
doit être supérieur ou égal à 2. Il y a alors compétition entre V et τ , il est alors nécessaire
de distinguer deux cas :
• lorsque |V | > τ , l’effet de V l’emporte sur l’effet de τ . Le système minimise le
nombre de liaisons AB en priorité de sorte que le nanofil présente une répartition
chimique de type Janus [62, 63, 64] pour laquelle tous les atomes A sont regroupés vers
un bord et tous les atomes B sont regroupés vers l’autre bord (figure 3.9).
• lorsque |V | < τ , la ségrégation l’emporte. Le système maximise le nombre d’atomes
A en bord de nanofil en priorité de sorte que nAbord = 2. Le nanofil présente alors une
structure cœur-coquille (CC). Les atomes B forment un sous-chaîne pure B. L’énergie
interne du nanofil ne dépendant pas de la position de la sous-chaîne pure B (tant que
les deux sites de bord sont occupés par des atomes A) plusieurs configurations sont
accessibles à la chaîne (figure 3.9).
Toutes les grandeurs d’équilibre découlent de ces configurations.
La différence de potentiel chimique est déterminée à l’aide de la relation (1.23). Dans le
cas |V | > τ , ∆µ vaut :

∆µC [nA = 1] = 3τ−V2
∆µC = 2τ
∆µC [nA = n− 1] = 3τ+V2
(3.2)
et dans le cas |V | < τ
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τ>V τ<V
F
. 3.9: Configurations de minimum d’énergie interne dans l’ensemble canonique de type Janus
(i.e. qui n’ont qu’une interface AB) lorsque |V | > τ (gauche) et de type coeur-coquille (i.e. qui
n’ont que deux interfaces AB et dont les deux sites de bord sont occupés par des atomes A) lorsque
|V | < τ (droite).

∆µC [nA = 1] = τ − V
∆µC [nA = 2] = 3τ−V2
∆µC = 2τ
∆µC [nA = n− 1] = τ + V
(3.3)
Les isothermes correspondant sont représentées sur la figure 3.10.
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. 3.10: Isotherme c [∆µ] dans l’ensemble canonique à T = 0 K lorsque |V | > τ (a) et |V | < τ
(b) pour un nanofil de 10 atomes.
Ces isothermes ne sont pas sans rappeler les boucles de germination en forme de "S"
caractéristiques d’une transition de phase du premier ordre [40, 65]. En canonique l’isotherme
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est une courbe discrète qui présente un seul "point de retour", i.e. tel que ∂c
∂∆µ
< 0. Nous
discuterons de l’interprétation des isothermes de l’ensemble canonique dans le § 3.2.4.
Les profils de concentration qui résultent des configurations de la figure 3.9 sont repré-
sentés sur la figure 3.11. Des profils très différents sont obtenus suivant les valeurs de V et τ .
Dans le cas |V | > τ , la concentration sur un site ne peut valoir que 0, 1/2 ou 1. Si un site est
situé à un distance inférieure ou égale à min [nA, nB] d’un bord de la chaîne sa concentration
d’équilibre vaut 0,5. La concentration des autres sites est égale à 0 si l’espèce A est l’espèce
minoritaire et 1 autrement. Ainsi, nous retrouvons bien le fait que l’espèce minoritaire sé-
grège en bord de nanofil. L’enrichissement du bord est partiel puisque cCbord = 0, 5. Dans le
cas |V | < τ , la concentration de bord vaut 1 dès qu’il y a 2 atomes A. La concentration
diminue linéairement en s’éloignant du bord du nanofil jusqu’au site min [nA, nB + 1].
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. 3.11: Profil de concentration dans l’ensemble canonique à T = 0 K pour un nanofil de 10
atomes pour |V | > τ (a) et |V | < τ (b). c = 0, 3 (bleu), c = 0, 7 (rouge).
3.2.2.2 Ensemble p-GC : la bimodalité poussée à l’extrême
L’Hamiltonien de la chaîne s’écritHP = nAbord (τ −∆µ)+nAcoeur (2τ −∆µ)−nABV, dans
l’ensemble p-GC. Lorsque V est nul, l’augmentation de ∆µ conduit à enrichir successivement
les sites de bord puis les sites de cœur. Lorsque V < 0 les interfaces AB sont défavorisées et
il peut y avoir compétition entre l’effet de V et l’effet de τ . Il faut alors disinguer deux cas :
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• lorsque |V | > τ (1− 2
n
)
, la configuration CC est défavorisée car elle présente deux
liaisons AB. Lorsque ∆µ augmente le système passe directement d’un état pur A à un
état pur B (Fig. 3.12a). Nous dirons alors que V est prédominant.
• lorsque |V | < τ (1− 2
n
)
, la configuration CC peut être obtenue comme état de base
(Fig. 3.12b). Nous dirons alors que τ est prédominant.
On peut noter que la limite pour laquelle V l’emporte sur τ n’est pas la même dans les
ensembles p-GC et canonique.
F
. 3.12: Isotherme cP [∆µ] dans l’ensemble p-GC à T = 0 K lorsque |V | > τ (1− 2n) (a) et
|V | < τ (1− 2n) (b) pour un nanofil de 10 atomes.
A T = 0 K, les isothermes sont parfaitement verticales au niveau des transitions. Toutes
les concentrations nominales ne sont pas accessibles. Pour détailler ces transitions et pouvoir
étudier l’équilibre en fonction de la concentration nominale, nous nous plaçons à une tempé-
rature non nulle mais infiniment faible. L’isotherme n’est alors plus strictement verticale au
niveau des transitions et il est possible de faire varier continument la concentration nominale.
Lorsque V est prédominant, pour 0 < c < 1, la chaîne a deux états de base : la confi-
guration pure B et la configuration pure A (Fig. 3.12a). La transition entre les deux états
a lieu à ∆µ = 2 (n− 1)V/n. Toutes les autres configurations sont inaccessibles car elles
présentent au moins une liaison AB. Le poids statistique de chacune des configurations qui
est déterminé à l’aide de la règle des segments inverses, vaut pPnA=n = c (resp. p
P
nA=n
= 1− c)
pour une configuration pure A (resp. B). La DEC est donc bimodale et il y a coexistence
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d’un mode pur A et d’un mode pur B.
Lorsque τ est prédominant, la chaîne présente une succession de trois états de base : la
configuration pure B, la configuration coeur-coquille (pure B avec les extrémités en A) et la
configuration pure A (Fig. 3.12b). La 1e`re transition qui a lieu à ∆µ = τ −V est strictement
équivalente à la transition observée dans le cas d’un alliage formant une solution solide idéale
en ∆µ = τ (Fig. 2.16a). Les deux bords n’interagissent pas entre eux et V n’a aucun effet sur
les configurations accessibles au système (le seul effet de V est alors d’entraîner un décalage
en ∆µ). La 2de transition a lieu à ∆µ = 2τ + 2V/ (n− 2). Pour 2/n < c < 1, il y a un
équilibre entre la configuration cœur-coquille et la configuration pure A. Toutes les autres
configurations sont inaccessibles. Le poids statistique de chacune des configurations vaut
pPnA=2 =
1−c
1−2/n (pour la configuration cœur-coquille) et p
P
nA=n
= c−2/n
1−2/n (pour la configuration
pure A).
Les profils de concentration sont représentés sur la figure 3.13. Lorsque V est prédomi-
nant, le profil de concentration est homogène sur tous les sites et sur toute la gamme de
concentration nominale. Dans le cas où τ est prédominant, la concentration de bord vaut 1
dès qu’il y a 2 atomes A. La concentration de tous les sites de coeur est égale à c−2/n
1−2/n .
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. 3.13: Profil de concentration dans l’ensemble p-GC à T = 0 K pour un nanofil de 10 atomes
pour |V | > τ (1− 2n) (a) et |V | < τ (1− 2n) (b). c = 0, 3 (bleu), c = 0, 7 (rouge).
Quelle est l’influence d’une DEC bimodale sur une grandeur d’équilibre 〈Q〉P ? D’après
les relations (1.8) et (1.5), comme seules deux configurations {σi}1 et {σi}2 sont accessibles,
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〈Q〉P vaut :
〈Q〉P = pP{σi}1Q [{σi}1] + p
P
{σi}2Q [{σi}2] (3.4)
Or quel que soit le cas considéré pP{σi}1 (resp. p
P
{σi}2) décroît (resp. croît) linéairement
avec la concentration nominale. 〈Q〉P varie donc linairement avec la concentration nominale
entre Q [{σi}1] et Q [{σi}2]. Illustrons cela sur le profil de concentration. Dans le cas où V est
prédominant, tous les sites sont équivalents puisqu’il y a un équilibre entre une configuration
pure B et une configuration pure A et la concentration de ces sites varie linéairement entre
0 et 1 : cPp = c
P . Dans le cas où τ est prédominant, pour 2/n < cP < 1, il y a un équilibre
entre la configuration cœur-coquille et la configuration pure A. cPcoeur = p
P
nA=n
= c−2/n
1−2/n varie
entre 0 et 1 lorsque cP varie entre 2/n et 1 car la concentration sur un site de cœur pour un
nanofil dans une configuration cœur-coquille est nulle et vaut 1 pour la configuration pure
A.
Nous avons montré précédemment que la variance de la DEC est une grandeur centrale qui
permet de caractériser l’amplitude des fluctuations en concentration. Lorsqu’il y a bimodalité
entre une configuration {σi}1 de concentration c1 et une configuration {σi}2 de concentration
c2, la variance s’exprime simplement σ
2 = pP{σi}1
(
cP − c1
)2
+ pP{σi}2
(
cP − c2
)2
. Dans le cas
où V est prépondérant σ s’écrit :
σ2 = c (1− c) (3.5)
et dans le cas où τ est prépondérant (pour 2/n < cP < 1) :
σ2 =
(1− c) (n c− 2)
n
(3.6)
La figure 3.14 présente σ2 [c] pour V et τ prédominants ainsi qu’à la limite haute tempé-
rature.
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. 3.14: Evolution de la variance en concentration en fonction de la concentration nominale à
T = 0+ K lorsque |V | > τ (1− 2n)(tireté) et |V | < τ (1− 2n)(continu) pour un nanofil de 10 atomes.
La limite haute température est représentée en pointillé.
Lorsque V est prédominant, la DEC est bimodale. Les deux modes de la DEC ont des
concentrations très différentes ce qui conduit à une variance importante. L’écart entre les
deux ensembles statistiques sur des grandeurs d’équilibre doit donc être important. Lorsque
τ prédomine, la courbe présente un minimum pour c = 2/n et deux maximums le 1er pour
c = 1/n et le second pour c = (n+ 2) / (2n). Pour 2/n < c < 1, la variance est importante
car les deux modes de la DEC bimodale correspondent aux configurations CC et pur A dont
les concentrations sont très différentes.
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L’étude des états de base nous a permis de montrer qu’il y a bimodalité dans une
large gamme de concentration. Cette bimodalité entraîne une forte augmentation de
la variance en concentration. La nature de cette bimodalité dépend des paramètres
énergétiques du système :
• lorsque |V | > τ (1− 2
n
)
, les liaisons AB ont un coût énergétique trop important
et quelle que soit la concentration nominale, il y a bimodalité entre une configu-
ration pure A et une configuration pure B. Le poids statistique de chacune des
configurations est déterminé simplement à l’aide de la règle des segments inverses.
• lorsque |V | < τ (1− 2
n
)
, pour c > 2/n, il y a bimodalité entre une configuration
cœur-coquille où seules les deux sites de bord sont occupés par des atomes A et
une configuration pure A. Le poids statistique de chacune des configurations est
également déterminé à l’aide de la règle des segments inverses.
Quel que soit le système énergétique, l’isotherme en fonction de la concentration
d’une grandeur 〈Q〉P varie linéairement entre les concentrations de début et de fin
de bimodalité.
3.2.2.3 Comparaison des ensembles
Pour ne pas alourdir ce manuscrit, nous nous limitons par la suite à l’étude de l’alliage
Cu-Ag représentatif des systèmes où τ est dominant, le comportement d’un alliage où l’effet
d’alliage est dominant (V < 0 et τ = 0) est présenté brièvement en annexe G. Pour cet
alliage τ
(
1− 2
n
)
> |V | pour tout n > 5, τ est donc prédominant dans les deux ensembles à
température nulle.
La figure 3.15 présente les isothermes dans les ensembles canonique et p-GC. Pour les
concentrations inférieures ou égales à 2/n, il n’y a pas d’écart sur les isothermes. En revanche,
pour c > 2/n, l’écart est important, voire très important en c = n−1
n
. Cet écart peut sembler
surprenant au regard de la formule (2.1) qui est une formule exacte. Du fait de la présence
du terme kBT dans cette formule, nous nous attendons à ce que l’écart entre les ensembles
tende vers 0 lorsque T tend vers 0. L’écart non nul provient en fait de la divergence du terme
ln
(
ρ
P[n,〈nA〉P]
nA=〈nA〉P+1/ρ
P[n,〈nA〉P]
nA=〈nA〉P−1
)
qui est très importante en 〈nA〉P = n − 1 (i.e. en cP = n−1n )
car ρ
P[n,〈nA〉P]
nA=〈nA〉P−1 = 0 alors que ρ
P[n,〈nA〉P]
nA=〈nA〉P+1 =
n−3
n−2 .
101
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
0,2
0,4
0,6
0,8
0
1
Dm HeVL
c
F
. 3.15: Isotherme c [∆µ] dans les ensembles canonique (symbole) et p-GC (trait) à T = 0 K,
n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
La figure 3.16 présente les isothermes cp [c] pour p = 1 et p = 5 et cAB [c] dans les deux
ensembles.
ç
ç
ç ç ç ç ç ç ç ç ç
æ æ æ æ æ æ
æ
æ
æ
æ
æ
0,2 0,4 0,6 0,80 1
0,2
0,4
0,6
0,8
0
1
c
c
p
æ
æ
æ æ æ æ æ æ æ æ
æ
0,2 0,4 0,6 0,80 1
0
1
2 Hn-1L
1
n-1
c
c
AB
HaL HbL
F
. 3.16: Isothermes de ségrégation (a) et évolution de la concentration d’interfaceAB en fonction
de la concentration (b) dans les ensembles canonique (symboles) et p-GC (traits). c1 [c] (symboles
vides et pointillés), c5 [c] (symboles pleins et trait continu). n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
L’écart entre les ensembles dépend très fortement de la grandeur observée. Ainsi, l’écart
sur la concentration de bord est nul quelle que soit la concentration nominale alors que
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l’écart sur la concentration des sites centraux du nanofil est maximal pour des concentra-
tions nominales proches de 0, 5. De plus, l’écart sur la concentration d’interface AB est très
important et est maximal en c = n−1
n
. La formule Delta (2.4) n’est plus valable pour l’état
de base : d’après cette relation, il ne devrait pas y avoir d’écart sur cAB pour 2/n < c <
n−1
n
puisque la courbure de l’isotherme canonique est nulle. La formule Delta repose sur le fait
que la DEC peut-être décrite à l’aide d’une distribution gaussienne, ce qui n’est plus possible
lorsque la DEC est bimodale.
Quelle que soit la grandeur 〈Q〉 observée, 〈Q〉P = 〈Q〉C en c = 2/n et en c = 1 car
les deux ensembles statistiques sont équivalents puisqu’il n’y a pas alors de fluctuations en
concentration dans l’ensemble p-GC (Fig. 3.14). Donc, pour 2/n < cP < 1, il est possible de
réécrire la relation (3.4) :
〈Q〉P[cP] = 1− c
P
1− 2/n 〈Q〉
C[c=2/n] +
cP − 2/n
1− 2/n 〈Q〉
C[c=1] (3.7)
Cette relation montre qu’une grandeur 〈Q〉 dans l’ensemble p-GC évolue linéairement avec cP
pour 2/n < cP < 1 entre 〈Q〉C[c=2/n] et 〈Q〉C[c=1]. Ainsi, plus l’isotherme 〈Q〉C [c] s’éloigne de
la droite reliant 〈Q〉C [c = 2/n] et 〈Q〉C [c = 1], plus l’écart entre les ensembles est important.
3.2.3 Quand la température s’en mêle
A température nulle, seules les configurations de plus basse énergie interne sont acces-
sibles. Lorsque la température augmente, les configurations excitées (i.e. d’énergie interne
plus élevée) deviennent accessibles en commençant par celles dont dont l’énergie interne reste
relativement faible. Ces premiers états excités ont une influence sur les grandeurs d’équilibre.
3.2.3.1 Ensemble canonique
Dans l’ensemble canonique, la composition de la chaîne est fixée. Pour le système énergé-
tique considéré (Cu-Ag), l’effet de τ l’emporte sur l’effet de V dans l’état de base car |V | < τ .
En présence d’au moins deux atomes A, les états de base correspondent à des configurations
CC. Les énergies internes des deux premiers états dégénérés sont données dans le tableau
3.1 en prenant comme référence énergétique l’état de base :
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(nAbord, nAB) exemple de configuration H
C HC (meV)
(1, 1) τ + V 16
(2, 4) −2V 60
TAB 3.1 : Energies internes des deux premiers états dégénérés
par rapport à l’état de base.
Ce tableau montre que le coût énergétique pour qu’un nanofil passe d’une configuration
CC à une configuration Janus (où nAbord = nAB = 1) est beaucoup plus faible que celui pour
passer à une configuration de niveau de dégénérescence supérieur. La figure 3.17 détaille
le poids statistique correspondant aux différents niveaux d’énergie accessibles au nanofil. A
T = 0 K, le seul niveau d’énergie accessible correspond aux configurations CC (sauf pour les
nanofils purs en un élément et lorsqu’il n’y a qu’un atome A puisqu’il est alors impossible
d’avoir une configuration CC).
Plus la température augmente, plus les configurations Janus ont un poids statistique
important. Ces configurations prennent plus d’importance aux faibles concentrations qu’aux
fortes concentrations car le nombre de configurations CC, ΩCC, est plus important aux
fortes concentrations (puisque ΩCC = nA − 1) alors qu’il y a uniquement 2 configurations
de type Janus quelle que soit la concentration (Fig. 3.9). A 100 K, il n’y a quasiment pas
de configurations de niveau d’énergie supérieur à celui d’une configuration Janus. Pour des
températures plus élevées, des configurations de plus haute énergie commencent à prendre de
l’importance et ce particulièrement pour les concentrations intermédiaires car l’entropie (i.e.
le nombre de configurations) des états dégénérés pour ces concentrations est plus importante.
Etudions les conséquences de l’apparition des configurations de type Janus sur le profil
de concentration. La figure 3.18 présente les profils de concentration d’équilibre pour c = 0, 3
et c = 0, 7 à différentes températures.
Ces profils peuvent être interprétés à l’aide de la figure 3.11 qui donne les profils de
concentration à T = 0 K. Ces profils de concentration dans l’état de base correspondent
exactement au profil résultant de configurations de type Janus (Fig. 3.11a) et de configu-
rations CC (Fig. 3.11b). Ainsi, à température non nulle, lorsque l’équilibre d’un nanofil est
défini par un mélange de configurations de type Janus et de type CC, le profil de concentra-
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. 3.17: Poids statistique des différents niveaux d’énergie dans l’ensemble canonique des confi-
gurations pure A (rouge), pure B (bleu), cœur-coquille (orange), Janus (vert), autre (noir) pour
T = 0 K (a), T = 50 K (b), T = 100 K (c), T = 200 K (d). n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
tion d’équilibre est une moyenne pondérée des deux profils de la figure 3.11. Pour l’alliage
étudié, à l’état de base, les configurations d’équilibre sont des configurations CC et les profils
correspondent à ceux de la figure 3.11b. A 50 K, le profil de concentration est presque le
même que dans l’état de base car le poids statistique des configurations Janus est négligeable.
En revanche, lorsque la température devient encore plus importante, les configurations de
type Janus prennent plus d’importance ce qui entraîne une diminution de la concentration
des sites de bord quelle que soit la concentration nominale puisque la concentration des sites
de bord vaut 0,5 pour les configuration Janus. Pour les faibles concentrations nominales
(Fig. 3.18a), la concentration des sites situés les plus au cœur varie peu avec la température
car la concentration de cœur est nulle aussi bien pour une configuration CC que pour une
configuration de type Janus. Il faut donc avoir des configurations de niveau énergétique plus
élevé pour que la concentration de cœur augmente. Pour c > 0, 5, la concentration des sites
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. 3.18: Profil de concentration de l’ensemble canonique pour c = 0, 3 (a) et c = 0, 7 (b) à T = 0
K (noir), T = 50 K (gris foncé), T = 100 K (gris) et T = 200 K (gris clair). n = 10, τ = 46 meV
et V = −30 meV.
de cœur vaut 1 pour les configurations Janus alors qu’elle est faible pour les configurations
CC. En conséquence, la concentration des sites de cœur augmente de manière importante
dès que les configurations Janus prennent de l’importance (à 100 K).
3.2.3.2 Ensemble p-GC
A T = 0, il y a une transition entre une configuration CC et une configuration pure A
pour ∆µ = 2V
n−2 + 2τ . Cela veut dire que pour cette valeur de ∆µ, ces deux configurations
ont la même énergie interne.
D’après les relations (1.3) et (1.4), dans l’ensemble p-GC et pour∆µ = 2V
n−2+2τ , l’énergie
interne d’un nanofil dépend du nombre d’atomes A sur les sites de bord, sur les sites de cœur
et du nombre de paires AB :
HP = nAcoeur
(
− 2V
n− 2
)
+ nAbord
(
−τ − 2V
n− 2
)
− nABV, (3.8)
Il est alors facile de déterminer la différence d’énergie entre deux configurations. Le ta-
bleau suivant présente le coût énergétique de transformations élémentaires.
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Configuration initiale Configuration finale ∆HP ∆HP (meV)
−2V (n−1)
n−2 67, 5
−2V
n−2 7, 5
τ + V n
n−2 8, 5
TAB 3.2 : Différences d’énergie entre les configurations finale et initiale
pour des transformations élémentaires pour n = 10.
Remplacer un atome B entouré de deux atomes B par un atome A a un coût énergétique
de ∆HP = −2V (n−1)
n−2 . Ce coût énergétique est (n− 1) fois plus important que le coût du
remplacement d’un atome B entouré d’un atome A et d’un atome B par un atome A car
cette première transformation a créé 2 liaisons AB. La dernière transformation élémentaire
que nous considérons consiste à remplacer un atome A situé en bord de nanofil en un atomeB
lorsqu’il a un atome B comme voisin. Cette transformation a également un coût énergétique
relativement faible. En partant d’une configuration cœur-coquille, il est possible d’obtenir
toutes les configurations accessibles à la nanoparticule (hormis la configuration pure A) à
l’aide de ces 3 transformations élémentaires. Il est donc relativement peu coûteux en énergie
de remplacer un atome B par un atome A à partir d’un bord déjà occupé par un atome A
ou d’enlever un atome A en bord (si cet atome A a comme premier voisin un atome B).
Les configurations de plus basse énergie sont alors soit des configurations cœur-coquille large
(CCL ; i.e. où la coquille ne se limite pas qu’aux deux sites de bord), soit des configurations
de type Janus.
La figure 3.19 présente les distributions en concentration pour quatre températures. Le
code couleur permet de se rendre compte des configurations les plus probables. Dans l’état
de base, il y a bien un équilibre entre une configuration cœur-coquille (où la coquille ne
concerne que les deux sites de bord) et une configuration pure A. Lorsque la température
augmente, des configurations cœur-coquille avec une coquille plus large et des configurations
de type Janus apparaissent. Cela entraîne un étalement du mode de basse concentration. Cet
étalement est possible car le coût énergétique pour l’ajout (resp. l’enlèvement) d’un atome A
en bord par un atome B est faible. A l’inverse, remplacer un atome d’une configuration pure
A par un atome B a un très grand coût énergétique, il ne peut donc pas y avoir d’étalement
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du mode pur A. Jusqu’à une température de 200 K, le mode de faible concentration est
presque uniquement composé de configurations cœur-coquille ou Janus.
F
. 3.19: DEC à ∆µ = 2Vn−2 + 2τ et pour T = 0 K, T = 50 K, T = 100 K, T = 200 K.
Configurations pure A (rouge), pure B (bleu), cœur-coquille (orange), Janus (vert), autre (noir).
n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
D’après le tableau 3.2, plus τ est grand plus les configurations CCL seront favorisées par
rapport aux configurations de type Janus car le coût énergétique pour enlever un atome A
en bord augmente avec τ .
A ∆µ constant une variation de température entraîne une variation de la concentration
nominale car le poid statistique du mode CC qui s’étale en concentration varie avec T .
L’étalement du mode CC en concentration a également des conséquences sur le profil de
concentration d’équilibre. A∆µ constant, le profil de concentration étant fortement influencé
par la variation de concentration nominale induite par une variation de température, nous
allons donc étudier l’influence de la température pour c = 0, 3 et c = 0, 7 (Fig. 3.20). Dans
l’état de base, la concentration de bord vaut 1 et la concentration est homogène et égale à
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0,5 pour tous les sites de cœur. Plus la température augmente, plus le profil de concentration
a une allure classique (i.e. convexe). La concentration des sites de bord diminue car avec
l’étalement de la DEC, il y a apparition de configurations de type Janus dont un des deux sites
de bord n’est pas occupé par un atome A. La concentration des sites 2 et 3 augmente avec
la température car des configurations avec une coquille de plus en plus large apparaissent.
En revanche, la concentration des sites situés les plus au cœur de la chaîne diminue car c’est
principalement le mode pur A qui contribue au remplissage en atome A des sites de cœur.
Or le poids statistique du mode pur A diminue du fait de l’étalement du mode de faible
concentration.
F
. 3.20: Profil de concentration de l’ensemble p-GC pour différentes températures avec un dé-
gradé de gris. T = 0 K (noir), T = 50 K, T = 100 K et T = 200 K (le plus clair). cP = 0, 3 (a),
cP = 0, 7 (b). n = 10.
A partir de l’état de base, lorsque la température augmente, la distribution en concen-
tration reste bimodale (au moins jusqu’à 200 K). Il y a un étalement du mode de
faible concentration qui est gouverné par l’élargissement de la coquille (à partir de
la configuration CC de l’état de base) et par l’apparition de configurations de type
Janus. Le mode de forte concentration reste un mode pur A car le coût énergétique
pour enlever un atome A de la chaîne est trop important.
Cet étalement du mode de faible concentration conduit à un adoucissement du profil
de concentration d’équilibre.
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3.2.3.3 Comparaison des ensembles
Nous comparons brièvement les résultats obtenus dans les deux ensembles à T = 150 K.
Les premiers états excités ne sont plus négligeables bien que cette température soit proche de
l’état de base. Ainsi dans l’ensemble canonique, l’apparition de configurations de type Janus
aux basses concentrations conduit à la diminution de la concentration d’interface AB (figure
3.21a à comparer avec la figure 3.16b) alors que pour l’ensemble p-GC l’étalement du mode
de basse concentration est à l’origine de l’évolution de la courbe. Les isothermes présentées
sur la figure 3.21b sont très proches de celles de l’état de base (Fig. 3.15). On remarque que
l’isotherme p-GC est monotone et continue en accord avec le fait que la température critique
de transition est nulle pour la chaîne infinie. La pente de l’isotherme est directement liée au
mode basse concentration de la DEC, ainsi plus la température augmente, plus ce mode est
étalé et plus la pente diminue. L’isotherme canonique est décalée vers des valeurs supérieures
de ∆µ. Les deux isothermes ont une allure similaire excepté pour c = 1− 1/n.
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. 3.21: Evolution de la concentration d’interface AB en fonction de la concentration nominale
(a) et de la concentration nominale en fonction de la différence de potentiel chimique ∆µ (b) dans
les ensembles p-GC (trait) et canonique (disques). n = 10, T = 150 K, τ = 46 meV et V = −30
meV.
La figure 3.22 montre les isothermes de ségrégation cp [c] et cp [∆µ]. Contrairement à
température nulle, les isothermes cEbord [c] des ensembles canonique et p-GC ne sont plus
identiques. Quel que soit le site considéré l’écart sur les isothermes est important (Fig.
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3.22a). Représentées en ∆µ, les isothermes p-GC sont monotones et continues alors que les
isothermes canoniques présentent un "point de retour" (Fig. 3.22b).
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. 3.22: Evolution des isothermes de ségrégation en fonction de la concentration nominale (a)
et de ∆µ (b) dans les ensembles canonique (vert) et p-GC (bleu). cC1 (losanges), cC2 (carrés ), cC5
(disques), cP1 (pointillé), cP2 (tireté), cP5 (continu). n = 10, T = 150 K, τ = 46 meV et V = −30
meV.
Bien que nous ayons déjà décrit les profils de concentration des ensembles canonique et
p-GC (Fig. 3.18 et 3.20), nous les comparons sur la figure 3.23 pour c = 0, 3 et c = 0, 7.
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. 3.23: Profils de concentration pour c = 0, 3 (a) et c = 0, 7 (b) dans les ensembles p-GC (bleu)
et canonique (vert). n = 10, T = 150 K, τ = 46 meV et V = −30 meV.
La figure 3.23 illustre la différence entre les profils des deux ensembles, le profil de concen-
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tration obtenu dans l’ensemble p-GC étant convexe alors que le profil obtenu dans l’ensemble
canonique présente un amortissement linéaire avant d’atteindre une concentration de coeur
très faible en comparaison de celle atteinte en p-GC. Sur toute la gamme de concentration
la ségrégation est plus importante en canonique qu’en p-GC.
Concernant les susceptibilités, la figure 3.24 montre qu’on retrouve à basse température
les mêmes évolutions qu’à haute température (Fig. 1.14), on peut toutefois noter que dans
l’ensemble p-GC les valeurs (toujours positives) sont plus fortes.
F
. 3.24: Susceptibilité χij entre le site i et le site j en fonction de j avec i = 1 (a), i = 5 (b),
dans les ensembles p-GC (carrés) et canonique (points) pour c = 0, 5. n = 10, T = 150 K, τ = 46
meV et V = −30 meV.
Rappelons qu’il n’est pas possible de décrire l’écart sur une grandeur d’équilibre à l’aide
de la formule Delta en raison de la bimodalité de la DEC. Il est possible d’extrapoler cette
approche au cas de distributions bimodales en prenant en compte séparément la contribution
de chacun des modes.
L’influence de la taille sera discuté dans la partie suivante.
3.2.4 Interprétation des isothermes canoniques
La présence d’une boucle de germination telle que présentée sur la figure 3.25a sur une
isotherme canonique est généralement considérée comme étant une signature d’une transi-
tion de phase. La construction de Maxwell (ou méthode des aires égales) permet alors de
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déterminer les limites de solubilités de la lacune de miscibilité. L’isotherme canonique obte-
nue pour un nanofil de faible dimension présente des similitudes frappantes avec une boucle
de germination puisqu’il y a un changement de signe de ∂c
∂∆µ
avec la concentration. De la
même manière que la construction de Maxwell permet de déterminer les limites de solubilité
de l’ensemble p-GC à partir de l’isotherme canonique, on peut se demander s’il est pos-
sible d’obtenir des informations sur la bimodalité de l’ensemble p-GC à partir de l’isotherme
canonique.
3.2.4.1 Système de grande taille
Dans un premier temps, nous présentons l’interprétation de la boucle de germination qui
est communément admise pour un système homogène de grande taille. Puis nous verrons
quelles sont les spécificités d’un système de dimension finie.
Il peut sembler surprenant que l’isotherme canonique puisse fournir des informations
sur l’ensemble p-GC. Mais d’après la formule (1.31), l’énergie libre d’un système dont la
concentration c est contrainte dans l’ensemble p-GC de potentiel chimique ∆µ est reliée à
l’énergie libre du même système dans l’ensemble canonique de concentration c :
F
P[n,∆µP]
c = F
C[n,c] − n× c∆µP . (3.9)
Or F C[n,c] peut être déterminé par intégration de l’isotherme canonique puisque∆µC[n,c] =
1
n
∂FC[n,c]
∂c
. Ainsi il est possible de déterminer F
P[n,∆µP]
c (et par extension la DEC) directement
à partir de l’isotherme canonique ∆µC[n,c].
Pour un système de grande taille, les fluctuations en concentration dans l’ensemble p-GC
sont négligeables de sorte qu’à l’équilibre une seule concentration est accessible au système et
la concentration d’équilibre de l’ensemble p-GC correspond à la concentration pour laquelle
F
P[n,∆µ]
c est minimum.
A partir de là, nous allons montrer que l’isotherme p-GC peut être déterminée à par-
tir de l’isotherme canonique dans la figure 3.25a. Dans l’ensemble canonique, la concen-
tration cC est fixée et non ∆µ. L’isotherme est tracée à l’aide de la relation suivante :
∆µC[n,c] = 1
n
∂FC[n,c]
∂c
. Revenons maintenant à l’ensemble p-GC et imposons ∆µP = ∆µC[n,c
C],
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F
. 3.25: Isotherme canonique schématique c [∆µ] dans le cas d’une transition de phase du premier
ordre (a). Evolution schématique de F
P[n,∆µ]
c avec la concentration c pour ∆µ = ∆µc (rouge), ∆µ1
(pointillé), ∆µ2 (tireté).
la relation précédente combinée à la relation (3.9) conduisent ∂F
P[n,∆µP ]
c
∂c
∣∣∣∣∣
c=cC
= 0. La concen-
tration c = cC correspond donc bien à un extremum de FP[n,∆µ]c . De plus, ∂∆µ
C[n,c]
∂c
∣∣∣
c=cC
> 0
implique ∂
2FC[n,c]
∂c2
∣∣∣
c=cC
> 0 et donc d’après (3.9) ∂
2F
P[n,∆µ]
c
∂c2
∣∣∣
c=cC
> 0 ce qui signifie que l’ex-
tremum correspond à un minimum local. A l’inverse lorsque ∂∆µ
C[n,c]
∂c
< 0, l’extremum est un
maximum.
Pour une grande valeur de∆µ (i.e. pour∆µ = ∆µ1), F
P[n,∆µ]
c ne présente qu’un minimum
local (Fig. 3.25b) et la concentration d’équilibre de l’ensemble p-GC correspond à c1. Pour
∆µ = ∆µ2, F
P[n,∆µ]
c présente deux minimums locaux c2 et c
′
2, mais ces deux minimums locaux
n’ont pas la même énergie libre et c’est c2 qui correspond à la concentration d’équilibre. Pour
∆µ = ∆µc, il y a bien deux minimums locaux et ces minimums sont de même énergie libre
et correspondent aux limites de solubilité. En suivant la même démarche quel que soit ∆µ,
nous en déduisons que l’isotherme p-GC correspond à l’isotherme canonique sauf que les
concentrations intermédaires cα < c < cβ ne peuvent pas être atteintes à l’équilibre (Fig
3.26).
La différence de potentiel chimique critique ∆µc peut être déterminée à partir de l’iso-
therme canonique et correspond à la valeur de ∆µ pour laquelle les deux minimums ont
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. 3.26: Isotherme p-GC schématique c [∆µ] dans le cas d’une transition de phase du premier
ordre (continue). L’isotherme canonique est rappelée en pointillé.
la même énergie libre (F
P[n,∆µc]
cα = F
P[n,∆µc]
cβ ). Or F
P[n,∆µ]
cβ = F
P[n,∆µ]
cα +
cβ∫
cα
∂FC[n,c]
∂c
dc =
F
P[n,∆µ]
cα + n
cβ∫
cα
(
∆µC[n,c] −∆µ) dc. Ce qui conduit pour ∆µ = ∆µc à :
cβ∫
cα
(
∆µC[n,c] −∆µ) dc = 0. (3.10)
La construction de Maxwell consiste alors à trouver la valeur de ∆µ pour laquelle les deux
aires hachurées sur la figure 3.25a sont égales et ainsi de s’assurer que la relation (3.10) est
bien vérifiée. Pour une transition du premier ordre, la construction de Maxwell permet donc
de déterminer les limites de solubilités et ainsi le diagramme de phase.
3.2.4.2 Système de petite taille
Il y a deux différences fondamentales entre un système de petite taille et un système de
très grande taille :
• les fluctuations en concentration dans l’ensemble p-GC ne sont plus négligeables
et la concentration d’équilibre (i.e. la concentration moyenne) de l’ensemble p-GC ne
correspond plus nécessairement à la concentration pour laquelle F
P[n,∆µ]
c est minimum.
• pour un système de petite taille, la concentration nominale est une grandeur discrète.
Ainsi un minimum local de l’énergie libre ne peut être déterminé simplement à l’aide
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de la dérivée de l’énergie libre.
Malgré ces différences, la relation (3.9) reste valable quelle que soit la taille considérée,
il est ainsi possible de tirer de nombreuses informations sur l’ensemble p-GC à partir de
l’isotherme canonique.
Pour une raison de simplicité, nous définissons à nouveau la différence de potentiel chi-
mique canonique :
∆µC[n,{nA,nA+1}] = F C[n,nA+1] − F C[n,nA]. (3.11)
Cette grandeur correspond bien à la dérivée discrète de l’énergie libre. L’isotherme ca-
nonique d’un nanofil de 10 atomes est représentée sur la figure 3.27a. Nous avons choisi de
représenter cette isotherme à l’aide de barres verticales de hauteur 1/n car ∆µC n’est pas
une grandeur associée à une seule concentration mais c’est une grandeur qui fait le lien entre
les énergies libres pour deux concentrations voisines c = nA
n
et c = nA+1
n
. 2
En dérivant la relation 3.9 en fonction de la concentration nous obtenons la relation
suivante :
∂F
P[n,∆µP]
c
∂c
= n
(
∆µC[n,c] −∆µP) . (3.12)
La relation 3.12 montre que :
• pour ∆µP < ∆µC[n,c] alors ∂F
P[n,∆µP]
c
∂c
> 0 et F
P[n,∆µP]
c croît avec c
• pour ∆µP > ∆µC[n,{nA,nA+1}] alors ∂F
P[n,∆µP]
c
∂c
< 0 et F
P[n,∆µP]
c décroît avec c.
2Cette isotherme peut sembler surprenante pour un lecteur habitué à étudier des systèmes de grande
dimension. En effet pour un système infini, quand c tend vers 1, ∆µ tend vers l’infini ce qui n’est pas le cas
pour un système fini.
Pour bien comprendre cette différence entre un système fini et un système infini, considérons un objet
(qui peut être aussi bien une chaîne qu’un agrégat 3D) constitué de n atomes et étudions la différence
d’énergie libre F C[n,nA=n] − F C[n,nA=n−1] entre un tel objet de composition nA = n et le même objet
mais de composition nA = n − 1. Considérons un cas simple où l’énergie interne de l’objet est nulle quelle
que soit sa composition. Pour nA = n, il n’y a qu’une seule configuration possible et F C[n,nA=n] = 0.
Pour nA = n − 1, le nombre de configurations accessibles au système vaut n et l’énergie libre associée
vaut F C[n,nA=n−1] = −kBT lnn. Lorsque n tend vers l’infini, la différence d’énergie libre entre ces deux
compositions tend vers +∞ et ∆µ diverge. C’est donc bien la grande taille du système qui impose par
l’intermédiaire de l’entropie que ∆µ diverge quand c tend vers 1 ou de manière équivalente quand c tend
vers 0.
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Par exemple, pour ∆µP = ∆µ1 (Fig. 3.27a), ∆µ
P < ∆µC[n,c] quelle que soit la concen-
tration c et F
P[n,∆µP]
c est strictement croissant avec c (Fig. 3.27b). La concentration de plus
basse énergie de l’ensemble P [n,∆µ1] est c = 0. Cette concentration correspond à la concen-
tration la plus probable (et donc au maximum de la DEC, mais ce n’est pas la concentration
d’équilibre de l’ensemble p-GC puisque des concentrations non nulles sont également acces-
sibles. Pour∆µP = ∆µ2,∆µ
P < ∆µC[n,c] pour c < 0, 9 et∆µP > ∆µC[n,c] pour c > 0, 9, on en
déduit que F
P[n,∆µP]
c présente deux minimums en c = 0 et c = 1. Similairement, l’isotherme
canonique permet de prédir que F
P[n,∆µ3]
c présente deux minimums en c = 0, 2 et en c = 1.
F
. 3.27: Isotherme canonique c [∆µ] (vert) (a). Evolution de F
P[n,∆µ]
c avec la concentration c
pour ∆µ = ∆µ1 (tireté), ∆µ2 (pointillé), ∆µ3 (continu). Les valeurs de ∆µ1, ∆µ2 et ∆µ3 sont
reportées sur la figure (a). Les zones hacurées sur la figure (a) servent pour la construction de
Maxwell. T = 100 K, τ = 46 meV et V = −30 meV.
La présence de deux minimums locaux sur la courbe F
P[n,∆µ3]
c de c (et donc de deux
maximums sur la DEC) est conditionnée à la présence d’un retour sur l’isotherme canonique
(i.e. ∆µC[n,{nA+1,nA+2}] < ∆µC[n,{nA,nA+1}] pour au moins une valeur de nA)
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Pour un système fini, la topologie de la DEC peut être déterminée à partir de la
topologie de l’isotherme canonique. Précisons également que le formalisme présenté
ici est valable quelle que soit la dimension du système et peut donc être également
utilisée pour des agrégats 3D.
Du fait de la topologie de l’isotherme canonique, lorsque la DEC présente deux maxi-
mums, la concentration du deuxième maximum vaut nécessairement 1 et correspond
donc au mode pur A.a La concentration de l’autre maximum peut varier entre 0 et
n−2
n
et est associée au mode cœur coquille.
aDans le cas où V l’emporte sur τ il peut y avoir 3 maximums du fait de la topologie de
l’isotherme canonique (Fig. 3.10a).
3.2.5 Construction de Maxwell
La construction de Maxwell peut également être appliquée à un système fini. Pour∆µP =
∆µ3, les deux aires hachurés de la figure 3.27a sont égales, ce qui permet de s’assurer que
les deux minimums de F
P[n,∆µ3]
c ont la mêmes énergie libre (i.e. F
P[n,∆µ3]
c=0,2 = F
P[n,∆µ3]
c=1 ). Les
deux maximums de la DEC ont alors le même poids statistique. La figure 3.28 présente
les concentrations des deux maximums de la DEC ainsi que la concentration nominale cP
correspondant (i.e. la concentration nominale pour laquelle les deux maximums de la DEC
ont le même poids statistique).
Par rapport à un système infini, les informations fournies par la construction de Maxwell
sont très limitées. Pour illustrer cela, étudions les DEC pour différentes concentrations à
T = 200 K. Par analogie avec le diagramme de phase d’un système de grande dimension,
une lecture trop rapide de la figure 3.28 pourrait faire croire qu’il n’y pas de bimodalité
pour cP < 0, 4 et que lorsque 0, 4 < cP < 1, il y a bimodalité entre le mode pur A et le
mode de faible concentration dont la concentration maximale vaut 0,4. Mais la figure 3.29
montre que pour cP = 0, 35 la DEC est bimodale (puisqu’elle présente deux maximums).
De plus les caractéristiques du mode de basse concentration dépendent fortement de la
concentration moyenne 3. Ainsi, le maximum du mode de basse concentration correspond
3Cela n’est pas sans rappeler les résultats de Y. Le Bouar qui a montré dans le cadre d’une modélisation
continue de type champ de phase que pour une nanoparticule de petite taille présentant une démixtion coeur
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. 3.28: Evolution de concentrations obtenues par la contruction de Maxwell en fonction de
la température (noir). La ligne rouge représente la concentration moyenne de l’ensemble p-GC
correspondant au ∆µ obtenu par la construction de Maxwell. n = 10, τ = 46 meV et V = −30
meV.
à c = 0, 2 pour cP = 0, 35, à c = 0, 4 pour cP = 0, 53, à c = 0, 7 pour cP = 0, 7. En
revanche pour cP = 0, 9, la DEC n’est plus bimodale puisqu’il n’y a qu’un maximum. Du
fait de l’importance des fluctuations en concentration, la construction de Maxwell (Fib. 3.28)
ne fournit des informations sur la bimodalité que pour la concentration cP pour laquelle le
poids statistique du maximum du mode de basse concentration est le même que celui d’une
configuration pure A (Fig. 3.29b).
3.2.6 Diagramme de bimodalité
Pour tracer un diagramme de bimodalité, il est nécessaire de choisir un critère de bimo-
dalité permettant de définir si une DEC est bimodale ou non. Jusqu’à présent, nous avons
implicitement pris le critère suivant : une DEC est bimodale si elle présente au moins deux
maximums locaux ([67] p32). L’isotherme canonique permet alors de caractériser la bimoda-
lité. En effet, d’après la morphologie de l’isotherme canonique, pour le système considéré, il
y a deux maximums locaux sur la DEC si seulement si :
coquille, la concentration d’équilibre des phases dépend de la concentration moyenne de la particule [66]
(p28).
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F
. 3.29: DEC à T = 200 K pour cP = 0, 35 (a), cP = 0, 53 (b), cP = 0, 7 (c) et cP = 0, 9 (d).
Configurations pure A (rouge), pure B (bleu), cœur-coquille (orange), Janus (vert), autre (noir).
n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
∆µC[n,{n−1,n}] < ∆µP < ∆µC[n,{n−2,n−1}], (3.13)
ces différences de potentiel chimique limites peuvent être lues sur l’isotherme canonique
ou déterminées à l’aide de (1.18) et (3.11) :
 ∆µ
C[n,{n−1,n}] = −kBT ln e
β(τ+V )+2e2βτ+2(n−3)e2β(τ+V )+(n−3)eβ(3τ+V )+ 1
2
(n−4)(n−3)e3β(τ+V )
2+(n−2)eβ(τ+V )
∆µC[n,{n−2,n−1}] = τ + V − kBT ln
(
2 + (n− 2) eβ(τ+V ))
(3.14)
Ainsi pour une température donnée, il y a bimodalité pour une concentration nominale
cP vérifiant :
cP[∆µ=∆µ
C[n,{n−1,n}]] < cP < cP[∆µ=∆µ
C[n,{n−2,n−1}]]. (3.15)
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. 3.30: Diagramme de bimodalité. Température limite de bimodalité en fonction de la concen-
tration nominale. n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
Le diagramme des limites de bimodalité est déterminé à l’aide de cette relation et de
la relation (1.35) (Fig. 3.30). Il y a donc bimodalité uniquement pour les concentrations
nominales intermédiaires. Plus la température est faible plus la gamme de concentration
pour laquelle il y a bimodalité est large. Au-dessus de 350 K, il n’y a plus de bimodalité
observée alors qu’en-dessous de 100 K, la bimodalité est observée pour quasiment toutes les
concentrations nominales.
Vérifions que ce diagramme donne des limites de bimodalité satisfaisantes en étudiant
en détail quelques DEC. Un premier résultat surprenant est que le diagramme prédit que
pour des concentrations inférieures à 2/n il y a bimodalité alors que nous avions vu que pour
l’état de base, il n’y a pas de bimodalité pour une concentration nominale inférieure à 2/n
(§ 3.2.2.2). La figure 3.31 présente la DEC pour c = 0, 1 pour T = 100 K. Il y a bien un
minimum local sur la DEC, mais le mode pur A est négligeable car la probabilité d’avoir un
nanofil pur A est inférieure à 5× 10−5. Cette bimodalité peut donc être négligée.
La figure 3.32 présente les DEC pour une forte concentration nominale pour une tem-
pérature inférieure à la limite de bimodalité et pour une température au-dessus de la limite
de bimodalité. Il y a bien un minimum local uniquement pour une température en dessous
de la température limite. Cependant, il est légitime de se demander si les deux DEC ne
devraient pas être considérées comme bimodales. En effet, cette DEC peut être décrite en
considérant qu’il y a un mode CC très étalé dont la concentration moyenne est proche de 1
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. 3.31: DEC. T = 100 K, n = 10, cP = 0, 1. La figure (b) est un zoom de la figure (a). τ = 46
meV et V = −30 meV.
et un mode pur A. Cela montre que les limites de bimodalité ne sont pas aussi claires que le
sont les limites des transitions de phase pour un système de dimension infinie. Dans l’annexe
H, nous montrons qu’en prenant comme critère de bimodalité un critère utilisé en traitement
du signal [68, 69] cela conduit à l’obtention d’un diagramme de bimodalité différent qui ne
considère pas comme étant bimodale la DEC de la figure 3.31 et qui peut ou non considérer
comme étant bimodale la DEC de la figure 3.32. L’avantage de ces techniques est qu’il est
possible d’ajuster les critères de bimodalité choisis à des exigences précises. Mais cela est
également un inconvénient puisque le résultat obtenu sera moins général.
Précisons que le diagramme de bimodalité ne fournit pas des limites de solubilité et ne
donne pas une caractérisation des deux modes de la bimodalité. En effet pour une tempéra-
ture donnée, les caractéristiques du mode de basse concentration dépendent de la concentra-
tion nominale considérée : plus la concentration nominale est élevée, plus la concentration
moyenne du mode de basse concentration augmente.
Pour avoir plus d’informations sur les caractéristiques de la bimodalité, nous proposons
d’ajouter des informations sur le diagramme de bimodalité. La concentration correspondant
au maximum du mode de CC peut être obtenue simplement à l’aide de l’isotherme canonique.
Sur la figure 3.33, les lignes de couleur représentent l’évolution de c
P
[
∆µ=∆µC[n,{nA,nA+1}]
]
en
fonction de la température pour différentes valeurs de nA entre 3 et 7. En effet∆µ
C[n,{nA,nA+1}]
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. 3.32: DEC à T = 150 K (a) et T = 180 K (b) pour cP = 0, 8. Configuration pure A (rouge),
configuration pure B (bleu), configuration cœur coquille (orange), configuration Janus (vert), autre
(noir). n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
étant croissant avec nA (pour nA < n−1), en∆µ = ∆µC[n,{nA,nA+1}], les maximums de la DEC
correspondent aux compositions nA et nA + 1. Ainsi pour c
P
[
∆µ=∆µC[n,{nA−1,nA}]
]
< cP[∆µ] <
c
P
[
∆µ=∆µC[n,{nA,nA+1}]
]
, la composition du maximum du mode de basse concentration vaut
nA. Par exemple pour la composition et la température correspondant à la croix verte, la
composition du maximum du mode de basse concentration correspond à nA = 3. Plus la
température et la concentration sont faibles, plus la composition du maximum est faible et
proche de nA = 2.
Enfin, nous souhaitons rajouter une information sur le poids statistique de chacun des
modes. Le poids statistique du mode pur A correspond directement à ρ
P[n]
nA=n et comme il n’y
a que deux modes, le poids du mode CC vaut nécessairement 1−ρP[n]nA=n. Sur le diagramme de
bimodalité, nous représentons l’évolution avec la température de la concentration nominale
cP pour laquelle ρP[n]nA=n = x pour plusieurs valeurs de x. Ainsi, à la coordonnée correspondant
à la croix verte, le poids statistique du mode pur A et compris entre 0, 1 et 0, 25. Quand
T tend vers 0 K, cP
[
ρ
P[n]
nA=n = x
]
tend vers x(n−2)+2
n
car les seules concentrations accessibles
sont c = 2/n et c = 1. Plus la température est élevée, plus le poids statistique du mode pur
A est faible cela s’expliquant de par l’étalement du mode CC avec une augmentation de la
température.
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. 3.33: Limites de bimodalité (noir continu). Evolution de c
P
[
∆µ=∆µC[n,{nA,nA+1}]
]
avec la tem-
pérature pour nA variant entre 2 (bleu) et 7 (rouge) selon un dégradé de couleur. Evolution avec T
des concentrations cP telles que ρP[n]nA=n = 0, 1 (pointillé), 0, 25 (tireté court), 0, 5 (tireté pointillé),
0, 75 (tireté long). n = 10, τ = 46 meV et V = −30 meV.
3.2.7 Température maximale de bimodalité
Etudions la température maximale de bimodalité TC en fonction des paramètres éner-
gétiques et de la longueur de la chaîne. TC est la température pour laquelle le membre de
droite et le membre de gauche de l’inégalité (3.13) sont égaux :
−3e VkBTC + 2e τkBTC + 2 (n− 1) e τ+2VkBTC + (n− 3) e 2τ+VkBTC +
(
2− 1
2
n (n− 1)
)
e
2τ+3V
kBTC = 0 (3.16)
Lorsque τ = 0, en posant E = e
V
kBTC l’équation précédente devient une équation d’ordre
3 :
2 + (n− 6)E + 2 (n− 1)E2 +
(
2− 1
2
n (n− 1)
)
E3 = 0 (3.17)
Pour une taille donnée il n’y a qu’une solution positive pour E. TC varie donc linéairement
avec V selon la relation suivante : TC =
V
kB lnE
.
Lorsque τ tend vers l’infini, l’équation (3.16) permet de déterminer TC :
TC =
2V
kB ln
n−3
( 12n(n−1)−2)
(3.18)
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La figure 3.34 gauche représente l’évolution de TC avec V pour trois valeurs de τ . Aux limites
τ = 0 et τ → +∞, TC augmente bien linéairement avec V . C’est donc bien le paramètre V
qui est le moteur de la bimodalité. τ favorise également la bimodalité puisque TC augmente
avec τ , mais cette augmentation est limitée étant donné que même lorsque τ diverge, la
température TC sature. Pour une valeur finie et non nulle de τ , lorsque V << τ , TC [V ]
vérifie la relation (3.18). Puis lorsque τ >> V , la pente de la courbe TC [V ] est la même que
dans le cas V = 0.
La figure 3.34 droite présente l’évolution de la pente de TC [V ] avec la longueur du nanofil.
Plus la chaîne est longue, plus cette pente est faible ce qui veut dire que la température
critique diminue lorsque la longueur de chaîne augmente. Pour les longues chaînes, τ n’a pas
d’influence sur la bimodalité. Mais plus la chaîne est courte, plus la proportion des sites de
bord est important et plus l’effet de τ est important.
F
. 3.34: Evolution de TC avec V pour un nanofil de 10 atomes (a). Pente de la courbe TC [V ] en
fonction de la longueur de la chaîne (b). τ = 0 (noir), τ = 46 meV (bleu), τ → +∞ (rouge).
3.2.8 Influence de la longueur du nanofil
Pour un nanofil infini, il n’y a plus de bimodalité car il n’y a pas de transition de phase.
La taille joue donc un rôle essentiel dans la possible coexistence de différents modes dans
l’ensemble p-GC. Etudions l’influence de n sur la bimodalité à l’aide des l’isothermes. La
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figure 3.35 présente les isothermes canonique et p-GC pour n = 20 et n = 50 à T = 100 K.
La différence entre les ensembles diminue avec une augmentation de la taille. Néanmoins,
si l’isotherme p-GC est monotone, l’isotherme canonique présente toujours un "point de
retour" pour ∆µC[n,{n−1,n}]. Il ne peut pas y avoir bimodalité s’il n’y a pas ce "point de
retour". Pour une température donnée, la taille limite pour laquelle ce "point de retour"
disparaît correspond à la taille limite pour laquelle la bimodalité peut être observée.
F
. 3.35: Isotherme c [∆µ] pour l’ensemble canonique (vert) et p-GC (bleu). n = 20 (a), n = 50
(b). T = 100 K. τ = 46 meV et V = −30 meV.
La figure 3.36 présente l’évolution de la température maximale de bimodalité en fonction
de la longueur du nanofil pour l’alliage AgCu. Cette température diminue d’abord rapidement
avec la longueur de la chaîne pour les petites tailles mais diminue plus lentement ensuite.
Ainsi, à T = 100 K, il peut y avoir bimodalité (et donc un retour sur l’isotherme canonique)
jusqu’à des tailles proches de 10000 atomes.
La construction deMaxwell peut être utilisée à partir des isothermes canoniques et permet
de déterminer la concentration moyenne et la concentration du maximum des deux modes
lorsque ces deux modes ont la même amplitude. La figure présente le diagramme ainsi obtenu
pour n = 10, n = 20 et n = 50 :
La température maximale donnée par ce diagramme correspond bien au TC de la figure
3.36. Plus la température est faible, plus le contraste entre les deux modes est important.
Mais comme nous l’avons déjà vu, du fait de la présence de fluctuations en concentration,
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. 3.36: Evolution de la température maximale de bimodalité en fonction de la longueur de la
chaîne pour l’alliage AgCu. τ = 46 meV et V = −30 meV.
la construction de Maxwell ne fournit qu’une information très limitée sur la bimodalité
puisqu’elle ne la caractérise que pour une concentration moyenne donnée.
La figure 3.38a présente les limites de la bimodalité pour différentes tailles. La tempéra-
ture maximale de bimodalité correspond également bien au TC de la figure 3.36. Pour une
concentration nominale donnée, la température limite diminue bien avec une augmentation
de la taille sauf pour des concentrations proches de 0,8. Pour avoir une caractérisation plus
précise de la bimodalité, nous avons également représenté la concentration nominale limite
pour laquelle la concentration du maximum du mode de basse concentration vaut 1/2. En
dessous de cette concentration limite, les deux modes sont bien séparés en concentration.
La figure 3.38a présente également les concentrations nominales pour lesquelles le poids sta-
tistique du mode pur A vaut 10% et 90%. La figure 3.38b est issue de la figure 3.38a et
présente un diagramme de bimodalité "marquée" et permet donc de s’assurer qu’il y a bien
deux modes qui représentent chacun au moins 10% de la DEC et dont les maximums sont
bien distincts. La diminution de l’importance de la bimodalité avec une augmentation de la
taille est bien nette. Ainsi à T = 100 K, pour un amas de 50 atomes, bien qu’il y ait de la
bimodalité, celle-ci est pratiquement négligeable alors qu’elle est nette pour des amas de 10
ou 20 atomes.
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. 3.37: Evolution de la concentration moyenne (trait fin) et des concentrations des maximums
des deux modes (trait épais) obtenues par la contruction de Maxwell en fonction de la température.
n = 10 (noir), n = 20 (vert), n = 50 (violet). τ = 46 meV et V = −30 meV.
F
. 3.38: (a) : Evolution avec la température des limites de bimodalité (trait épais), de
c
P
[
∆µ=∆µC[n,{nA,nA+1}]
]
pour nA = n/2 (trait fin), des concentrations c
P pour lesquelle ρP[n]nA=n = 0, 1
(pointillé) et 0, 9 (tireté). La figure (b) est extraite de la figure (a) et présente la zone en dessous
de laquelle il y a deux modes représentant chacun au moins 10% de la DEC et pour laquelle la
concentration du maximum du mode de basse concentration est inférieure à 0,5. n = 10 (noir),
n = 20 (vert), n = 50 (violet). τ = 46 meV et V = −30 meV.
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3.3 Discussion sur les transitions de phase
De nombreuses études s’attachent à déterminer le diagramme de phase de nanoparticules
en s’appuyant sur le diagramme de phase d’un système infini. Mais plus les nanoparticules
considérées sont petites, plus des effets liés à la taille finie du système jouent un rôle prépon-
dérant dans l’équilibre. On peut se demander si un changement de "paradigme" n’est pas
nécessaire ?
L’étude de l’équilibre de nanofils dans les ensembles canonique et p-GC a permis de
comprendre un certain nombre de phénomènes liés à la taille finie du système. Nous pensons
que les résultats que nous avons obtenus peuvent être en partie étendus à des systèmes 2D et
3D et mettre en relief les limites de l’utilisation du diagramme de phase d’un système infini
pour l’étude de nanoparticules de petite taille.
Nous nous proposons de décrire d’abord les propriétés bien connues d’un système infini
présentant une transition de phase du premier ordre, puis de diminuer la taille du système.
Pour un système infini, les fluctuations de la concentration dans l’ensemble p-GC sont
négligeables dans le domaine de la solution solide et la DEC présente un seul pic. Pour une
température inférieure à la température critique (système à tendance à la démixtion de di-
mension supérieure à 1), l’isotherme est discontinue et présente un saut de concentration en
∆µc. Quand ∆µ tend vers ∆µ
−
c (resp. ∆µ
+
c ) le système est homogène et sa concentration
tend vers la limite de solubilité basse cα (resp. haute cβ) du diagramme de phase. A ∆µc
les deux phases ont la même énergie libre, elles sont donc équiprobables et la DEC présente
deux pics de même hauteur. Dans l’ensemble canonique, l’isotherme est continue. Pour une
concentration située dans la lacune de miscibilité, le système se divise en deux phases homo-
gènes dont les concentrations correspondent aux limites de solubilité. La proportion des deux
phases est alors donnée par la règle des bras de levier. Chaque phase constitue un système
infini en équilibre avec un réservoir (l’autre phase), ce qui explique la cohérence entre les
limites de solubilité des deux ensembles. Les deux phases sont séparées par une interface
d’énergie libre négligeable. Les propriétés des phases (les limites de solubilité par exemple)
sont complètement indépendantes de la concentration du système.
Pour un système fini, mais de très grande taille, les deux ensembles peuvent être inter-
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prétés à l’aide des considérations précédentes tirée du système infini. On note cependant
quelques différences. L’isotherme dans l’ensemble p-GC devient continue et monotone du
fait des fluctuations en concentration. Pour c < cα ou c > cβ, la DEC est monomodale. La
concentration correspondant au pic de la DEC est égale à c. Dans le domaine de concen-
tration situé entre les deux limites de solubilité, la DEC est bimodale. Les concentrations
correspondant à ces pics sont indépendantes de la valeur de c lorsque cα < c < cβ. Ces
concentrations sont égales aux limites de solubilité. La montée très raide de l’isotherme cor-
respond à un peuplement croissant de la phase de forte concentration au détriment de la
phase de faible concentration. Dans l’ensemble canonique, les deux phases en coexistence
dans la lacune de miscibilité sont de grande taille mais ne sont plus infinies. La présence
de l’interface n’est alors plus totalement négligeable et l’isotherme dans l’ensemble cano-
nique présente une boucle de germination en forme de "S" caractéristique d’une transition
de phase du premier ordre d’un système homogène. Le théorème des aires égales (ou théo-
rème de Maxwell) peut servir à déterminer ∆µc et les limites de solubilité du diagramme
de phase à partir de l’isotherme dans l’ensemble canonique. Pour la valeur de ∆µc détermi-
née par la construction de Maxwell, les deux modes de la DEC dans l’ensemble p-GC sont
équiprobables.
Pour un système fini de petite taille, les fluctuations en concentration deviennent impor-
tantes. Aux faibles ou fortes concentrations la DEC dans l’ensemble p-GC est monomodale,
le mode étant plus ou moins étalé. Pour les concentrations intermédiaires, la DEC devient
bimodale, un mode étant défini par ses caractéristiques principales : la position du maximum,
la moyenne en concentration, l’étalement, la variance. . . Une augmentation de la concentra-
tion nominale moyenne modifie non seulement la proportion des deux modes, mais également
l’ensemble de leurs caractéristiques.4 Dans l’ensemble canonique, l’isotherme est discrète (du
fait de la taille finie) et présente un "point de retour" en ∆µ. Le théorème de Maxwell peut
être utilisé pour déterminer la valeur de ∆µc, pour laquelle les maxima des deux modes de la
DEC dans l’ensemble p-GC sont égaux. Les concentrations moyennes correspondant à cha-
4Dans le cas d’un nanofil, les caractéristiques du mode de forte concentration (mode pur en l’espèce
ségrégeante) sont indépendantes de la concentration, mais nous ne savons pas si cela est une propriété
spécifique aux systèmes 1D.
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cun de ces modes sont l’équivalent des limites de solubilité à la différence près que l’ensemble
des caractéristiques de ces modes change avec la concentration nominale.
Pour corroborer la vision que nous proposons, nous souhaitons étudier l’équilibre d’un
système à tendance à la démixtion de dimension supérieure à 1. Des conditions périodiques
seront utilisées pour éliminer le phénomène de ségrégation et isoler l’effet dû à la taille.
Nous étudierons alors l’influence de la taille sur les isothermes canonique et p-GC et sur les
phénomènes de bimodalité et de transition de phase.
3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié l’influence du paramètre V sur la composition chi-
mique d’équilibre d’un nanofil dans les deux ensembles statistiques. A haute température,
nous avons comparé l’équilibre d’un nanofil constitué d’un alliage à préférence à l’ordre ho-
moatomique pour lequel V est négatif à celui d’un alliage formant une solution idéale. Plus
V est négatif, plus l’effet d’alliage est important et plus la concentration d’interface AB, cAB,
est faible. Quel que soit l’ensemble statistique, l’effet d’alliage conduit à une augmentation
de la pente des isothermes c [∆µ] et de celle des isothermes de ségrégation cp [∆µ]. La pré-
férence à l’ordre homoatomique entraîne ainsi un amortissement du profil de concentration
et favorise la ségrégation de l’espèce minoritaire. Dans l’ensemble p-GC, les susceptibilités
sont positives quels que soient les sites considérés. La présence d’un atome de nature donnée
sur un site favorise la présence d’atomes de même nature sur tous les autres sites. Cet effet
diminue avec la distance entre les sites. Dans l’ensemble canonique, la contrainte canonique
s’oppose à cet effet et la présence d’un atome de nature donnée sur un site favorise (resp.
défavorise) la présence d’atomes de même nature sur les sites proches (resp. éloignés).
L’écart entre les ensembles canonique et p-GC pour une grandeur 〈Q〉 est bien estimé à
l’aide de la méthode Delta. Les fluctuations en concentration étant plus importantes pour
V < 0 que pour V = 0, l’écart entre les ensembles est également plus grand.
A basse température, l’effet d’alliage (gouverné par V ) et l’effet de cohésion (gouverné par
τ) sont amplifiés. Les configurations de plus basse énergie qui minimisent le nombre d’inter-
faces AB et qui maximisent sur les bords le nombre d’atomes de l’espèce la moins cohésive
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sont favorisées. Pour une composition donnée, les configurations de type cœur-coquille et
les configurations de type Janus sont les configurations les plus probables. Dans l’ensemble
p-GC, la DEC est donc bimodale. A l’équilibre, le mode pur A coexiste avec un mode cœur
coquille et Janus de faible concentration nominale. La DEC présentant un caractère bimodal,
elle ne peut plus être décrite à l’aide d’une gaussienne simple. L’application directe de la
méthode Delta ne permet plus de quantifier l’écart entre les ensembles canonique et p-GC.
La DEC étant bimodale, la variance des fluctuations en concentration est très importante et
les écarts entre ensembles canonique et p-GC sont d’autant plus grands.
La bimodalité de la DEC peut également être interprétée à l’aide des isothermes. Quelle
que soit la température, l’isotherme p-GC est continue et monotone. Plus la température est
basse, plus la pente de l’isotherme est grande. Une augmentation de la concentration nomi-
nale se traduit nécessairement par une augmentation de ∆µ. En revanche, dans l’ensemble
canonique, l’isotherme présente un "point de retour" (i.e.∆µ diminue avec une augmentation
de la concentration).
Nous avons tracé un diagramme de bimodalité de l’ensemble p-GC à partir du calcul à
différentes températures, des concentrations nominales limites pour lesquelles la DEC est
bimodale. Les concentrations nominales limites sont déterminées à partir de l’isotherme ca-
nonique. Ainsi la température maximale de bimodalité est la température maximale pour
laquelle l’isotherme canonique c [∆µ] présente un "point de retour". Cette température maxi-
male varie linéairement avec V et augmente quand la longueur de la chaîne diminue.
Notons que l’intérêt de cette étude dépasse le simple cadre des systèmes 1D puisque des
comportements bimodaux sont également observés pour des particules de dimensionnalité
supérieure [2, 40]. L’étude de l’équilibre des agrégats 2D ou 3D utilise généralement une
démarche "top down" en s’appuyant sur la connaissance des diagrammes de phase du système
infini. Mais la notion même de transition de phase pose un certain nombre de questions pour
les systèmes finis, car la définition des transitions de phase qui est généralement utilisée
pour les systèmes de dimension infinie ne peut être appliquée directement à un système de
dimension finie. Plus un système est petit, plus le formalisme s’appuyant sur les diagrammes
de phase doit être adapté et plus cette démarche "top down" est sujette à caution. Il est alors
important de prendre le problème dans l’autre sens et de considérer une démarche "bottom
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up" s’appuyant sur une résolution rigoureuse de l’équilibre thermostatistique. Cela permet
d’illustrer les différences qu’il y a entre un système fini et un système infini. Toute approche
rigoureuse de l’équilibre de nanoparticules de petite taille doit ainsi prendre en compte ces
différences.
Les nanofils constituent un système idéal pour illustrer ce propos. La présence d’un
"point de retour" sur l’isotherme canonique et d’une distribution bimodale de la DEC dans
l’ensemble p-GC peut être interprétée comme une réminiscence d’une transition de phase. Les
modes observés sont alors des réminiscences des phases. Pour un système infini, les phases
définissant la lacune de miscibilité sont caractérisées précisément à l’aide des limites de
solubilité qui sont indépendantes de la concentration du système. Une approche "top down"
poussée à l’extrême inciterait donc à se contenter de caractériser les modes en calculant ces
"limites de solubilité" à l’aide de la construction de Maxwell alors que nous avons mis en
évidence qu’un diagramme de bimodalité fournit une description plus exhaustive.
Du point de vue expérimental, le protocole le plus usuel est de caractériser une collection
de nanoparticules de distribution en taille aussi fine que possible (ou monodisperse) pour
une concentration moyenne fixée. Si cette concentration moyenne est située à l’intérieur du
diagramme de bimodalité, on s’attend à observer deux classes de nanofils, l’une correspondant
au mode basse concentration constitué de configurations coeur-coquille et de configurations
Janus, l’autre à des configurations pures en A (A étant l’élément ségrégeant aux bords).
L’observation d’un nanofil isolé des autres nanofils correspond à une configuration canonique
pour une concentration nominale pouvant différer de la concentration moyenne.
Notre étude montre également que le diagramme de bimodalité dépend de la taille des
nanofils. Ainsi, pour une collection de « grands » nanofils, nous avons montré qu’il n’y a
pas de bimodalité et les nanofils sont principalement dans des configurations excitées. On
peut donc s’attendre à ce que la coexistence de chaînes de longueurs différentes se traduise
par la coexistence pour les nanofils de petite taille de deux types de configuration et pour
les nanofils de grande taille d’un seul type de configuration.
Deuxième partie
Ensemble de nanofils polydisperse
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La première partie de ce manuscrit a été consacrée à la comparaison de la microstructure
d’un nanofil isolé de longueur n à celle d’un ensemble de nanofils de même longueur n en
équilibre mutuel. Le caractère 1D permettant de calculer la fonction de partition du système,
nous avons pu obtenir les principales caractéristiques de l’équilibre du système, tant dans
l’ensemble canonique de concentration nominale c fixée que dans l’ensemble p-GC, dans
lequel la différence de potentiel chimique ∆µ = µA−µB permet de contrôler la concentration
moyenne, tout en la laissant libre de fluctuer. Ceci nous a permis de montrer que l’absence de
fluctuations en composition dans l’ensemble canonique introduit des corrélations chimiques
entre les sites ce qui accentue le contraste chimique au sein des chaînes bimétalliques en
favorisant la présence de paires hétéroatomiques. Pour un alliage ayant tendance à former
des paires homoatomiques, nous avons également observé une bimodalité pour des nanofils
de petite taille en-dessous d’une température critique dans l’ensemble p-GC, qui ne peut
apparaître dans l’ensemble canonique puisque la concentration est fixée. Ainsi, un ensemble
de nanofils de concentration moyenne fixée se scindera en deux sous-ensembles. Un des sous-
ensembles correspond à des configurations quasiment pures en l’élément ségrégeant aux bords
(ici A), alors que l’autre, beaucoup plus étalé en concentration, fait apparaître à la fois des
configurations dites cœur-coquille (avec les bords purs en l’élément A, le cœur étant riche
en B) et des configurations dites Janus (constituées d’une sous chaîne pure A et d’une sous
chaîne pure B).
L’objet de cette seconde partie est l’étude de la microstructure d’équilibre d’une collec-
tion de particules de différentes tailles. Pour réaliser cette étude nous considérons des nanofils
alliés de longueurs variées, en équilibre mutuel ou avec un réservoir, déposés sur une chaîne
infinie de sites, ce qui correspond à l’ensemble grand canonique GC. Les nanofils alliés sont
en équilibre avec des chaînes de sites vides de longueurs variées. La microstructure d’équi-
libre est caractérisée par le nombre d’atomes de chacun des deux constituants de l’alliage
(qui est libre de fluctuer), la nombre total de nanofils, la distribution en taille des nanofils
atomiques et lacunaires et la composition chimique de chacun des nanofils. On peut alors se
demander si la coexistence de nanofils de longueurs différentes correspond à la juxtaposition
de population de nanofils de même taille dont la composition est celle obtenue précédemment
dans l’ensemble p-GC? Si oui on peut donc s’attendre à ce que la coexistence de chaînes de
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longueurs différentes se traduise par la coexistence pour les nanofils de petite taille de deux
types de configuration et pour les nanofils de grande taille d’un type de configuration.
Rappelons qu’expérimentalement le diamètre des fils déposés en bord de marche est
maintenant bien contrôlé par épitaxie par jet moléculaire [70]. En revanche, la longueur de ces
fils, interrompus par des défauts répartis aléatoirement le long des marches, pose question.
De nombreux piégeages cinétiques lors du dépôt, ou une nanostructuration du substrat,
peuvent limiter la dispersion en taille5.Il est donc important de connaître les distributions
en taille de nanofils à l’équilibre, pour déterminer les conditions qui pourront maximiser la
fréquence d’apparition des chaînes d’une longueur et composition souhaitée en fonction des
caractéristiques de l’alliage étudié.
La seconde partie du manuscrit est donc articulée comme suit. Dans le chapitre 4, nous
présentons les outils développés pour caractériser les microstructures d’équilibre d’un co-
dépôt. Pour une fraction de monocouche donnée, un co-dépôt peut s’interpréter comme un
système ternaire infini ABL (où L correspond aux lacunes), ou comme une distribution
d’objets finis binaires XL (où X représente un atome). Nous développons cette seconde
approche. Dans un premier temps nous dérivons les distributions en taille à partir des fonc-
tions de partition dans l’ensemble p-GC de nanofils de longueur n. Nous montrons ensuite
qu’il est possible d’en déduire les isothermes du co-dépôt sur toute la gamme des taux de
recouvrement en tenant compte des zones de recouvrement entre amas. Cette démarche est
illustrée au chapitre 5 dans le cas d’une codéposition électrochimique6 par saut de potentiel
d’électrode d’un alliage formant une solution idéale. Ce cas simple permet d’isoler très fa-
cilement les différents mécanismes participant à la codéposition binaire. Nous décrivons les
spécificités de l’ensemble des grandeurs macroscopiques (isotherme et isothermes partielles
relatives aux deux espèces) et des grandeurs mésoscopiques (fragmentation du co-dépôt) en
nous appuyant sur les résultats obtenus dans la première partie de ce manuscrit. Enfin le
chapitre 6 aborde le cas d’un système ayant tendance à la démixtion en volume. Dans ce
5Une observation récente a souligné l’étalement de la distribution en taille et en composition lors d’un
recuit dans le cas de particules Co-Pt 3D déposées sur un substrat amorphe [71].
6Le développement des techniques électrochimiques couplées à des observations à l’échelle atomique de
type STM est une voie très prometteuse pour l’élaboration de co-dépôts par voie liquide de manière contrôlée
[72].
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cas nous nous sommes attachés à dégager les conditions propices pour l’observation de la
bimodalité dans un co-dépôt.
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Chapitre 4
M	

Contrairement au chapitre précédent, nous considérons ici une chaîne infinie constituée
de NS sites où chaque site est occupé par une des 3 espèces (A, B ou L). Nous utilisons un
modèle d’Ising avec des interactions à courte portée, ce qui signifie que ce système ne présente
pas de transition de phase. Ainsi, sur toute la plage des taux de recouvrement θX = NX/NS,
où θX est le taux de recouvrement de l’espèce X et NX est le nombre d’atomes X sur la
chaîne, la chaîne se comporte comme une solution solide, c’est à dire une collection de sous-
chaînes pures A, B et L dispersées sur l’ensemble des sites. Précisons que nous nous limitons
au cas d’un dépôt inférieur à la mono-couche pour lequel le taux de recouvrement θ = θA+θB
est inférieur à 1. Pour décrire l’équilibre de ce système 1D infini ternaire AθABθBLθL deux
approches s’offrent à nous :
• la méthode de champ moyen généralisé (CVM ternaire [73, 74, 75]) qui décrit
de manière exhaustive l’équilibre du système à l’aide de paramètres d’ordre tels que
les 6 densités de paires {CAA, CAB, CAL, CBB, CBL, CLL}. Cette démarche rejoint les
approches classiquement utilisées pour caractériser l’équilibre de systèmes ternaires
quelconques de type ABC, à la différence notable qu’ici l’espèce L ne partage pas
d’interactions avec A et B. Le modèle ABL résultant [76] est cependant peu utilisé
dans les systèmes massifs à l’équilibre hors de la limite diluée θL → 0, car la prise en
compte de l’entropie de configuration en dehors de cette limite est complexe [77].
• l’approche choisie ici consiste à considérer séparément les espèces atomiques (A et
B) des lacunes. Le dépôt est décrit comme une solution de nanofils bimétalliques de
composition et taille variées plongés dans une solution de nanofils lacunaires. Il s’agit
alors de déterminer les distributions en taille de ces nanofils en prenant en compte les
résultats des chapitres précédents concernant la chimie et le profil de concentration des
amas. Dans ce chapitre, nous allons montrer qu’il est possible de déterminer de manière
exacte toutes les distributions en taille et en composition et par conséquent d’en déduire
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toutes les observables macroscopiques qui caractérisent un co-dépôt à l’équilibre (taux
de recouvrement, densité totale de nanofils etc). Outre de permettre une confrontation
directe avec des distributions en taille de nanofils mesurées par observation STM en
bord de marche [70], cette étude vise aussi à caractériser l’effet de la co-déposition
d’une seconde espèce ségrégeante sur les densités de taille d’amas de fils métalliques et
mono-atomiques [34, 78, 79].
Bien entendu ces deux approches sont compatibles [32, 45, 42] et nous avons vérifié la
conformité de nos résultats avec la CVM. Précisons que ces deux approches sont complé-
mentaires : la description en amas permet de faire le lien entre l’équilibre d’un objet (un
amas1) et celui d’un ensemble d’objets alors que la description en densité de paire permet
de déterminer simplement des grandeurs macroscopiques telles que les taux de recouvrement
partiels θX .
Dans la section 4.1, nous présentons le modèle énergétique, nous détaillons ensuite l’ap-
proche en amas (§4.2), la CVM (§4.3) puis nous simplifions les principales équations obtenues
pour étudier le cas d’un alliage formant une solution solide idéale (§4.4).
4.1 Modèle énergétique
La chaîne linéaire infinie est décrite à l’aide d’un Hamiltonien d’Ising. Dans l’ensemble
canonique cet Hamiltonien s’exprime de la manière suivante :
HC =
∑
X={A,B,L}
Y={A,B,L}
VXY
∑
i
pXi p
Y
i+1, (4.1)
où pXi est le facteur d’occupation égal à 1 si le site i est de nature X (X = A, B ou
L). De plus l’énergie d’une paire XY est considérée comme nulle si au moins un des deux
éléments de la paire est une lacune. L’Hamiltonien peut donc se réécrire :
HC =
∑
X={A,B}
Y={A,B}
VXY
∑
i
pXi p
Y
i+1. (4.2)
1Par la suite nous emploierons fréquemment le terme amas qui peut être utilisé aussi bien pour des
nanofils que pour des agrégats 2D ou 3D.
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Dans l’ensemble Grand-Canonique (GC), il faut de plus prendre en compte les potentiels
chimiques µA et µB des espèces A et B
2 :
HG = HC −
∑
X={A,B}
µX
∑
i
pXi . (4.3)
Précisons que pour la chaîne infinie nous n’utilisons plus l’ensemble p-GC mais l’ensemble
GC car le nombre d’atomes du système n’est pas imposé.
Selon le formalisme introduit par Blume, Emery and Griffiths pour étudier le magnétisme
d’un mélange He3-He4 [76] , l’Hamiltonien s’écrit également :
HG =
N∑
i=1
V
2
sisi+1 +Ks
2
i s
2
i+1 +
τ
2
sisi+1 (si + si+1)− µA + µB
2
s2i −∆µ
si
2
, (4.4)
où si vaut −1 (resp 0, +1) si le site i est occupé par un atome B (resp. lacune L, atome
A). Le système ABL étant un système ternaire, les paramètres énergétiques V , τ et ∆µ ne
sont pas suffisants pour déterminer l’énergie interne de la chaîne. Il est nécessaire de faire
intervenir deux paramètres énergétiques supplémentaires : le paramètre énergétique K qui
gouverne la cohésion de l’alliage K = VAA+VBB+2VAB
4
et µA+µB
2
qui positionne les isothermes.
Cet Hamiltonien (4.4) a été utilisé pour étudier les propriétés de la transition de phase d’un
système ternaire quand T tend vers 0 par une approche de renormalisation [80, 81].
D’un point de vue de l’énergie interne, le lien entre un co-dépôt et les nanofils atomiques
est direct puisque l’Hamiltonien de la chaîne correspond à la somme des Hamiltoniens HPnf
des nanofils présents sur la chaîne :
HG =
∑
nf
HPnf , (4.5)
HPnf étant déterminé à l’aide de la formule (4.2) en ne sommant que sur les sites du nanofil.
3
Il reste à déterminer l’entropie de gaz d’amas, qui rend compte des différentes configurations
2Il est également possible de prendre en compte les énergies d’adsorption EadsA et EadsB des atomes A
et B sur le substrat. Cela induit simplement un décalage sur les potentiels chimiques (i.e. il faut remplacer
µX par µX −EadsX dans l’expression de HP).
3HPnf peut également être déterminé à l’aide de la formule (1.4), mais pour un nanofil de longueur n, il
faut faire un changement de référence énergétique : HPnf = H
P + (n− 1)VBB − n µB puisque pour obtenir
la formule (1.4) nous avions pris comme référence énergétique celle d’un amas pur B de longueur n.
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accessibles à un ensemble de nanofils atomiques entourés par des nanofils lacunaires.
4.2 Description en amas
4.2.1 Définition
La distribution en taille des amas atomiques et lacunaires est caractérisée par la densité
Cn = Nn/NS (resp. C
L
n = N
L
n /NS) d’amas atomiques (resp. lacunaires) où Nn (resp. N
L
n )
est le nombre d’amas atomiques (resp. lacunaires) de taille n présents sur les NS sites de la
chaîne.4 Remarquons que les amas sont distingués par leur taille indépendamment de leur
concentration.
Pour caractériser la fragmentation du dépôt, nous calculons la densité totale d’amas
CT = Namas/NS où Namas correspond au nombre total d’amas atomiques. CT est relié aux
densités d’amas atomiques ou lacunaires :
CT =
∞∑
n=1
Cn =
∞∑
n=1
CLn . (4.6)
4.2.2 Principe
Pour déterminer la densité d’amas de taille donnée, il faut prendre en compte l’équilibre
entre les amas atomiques et les amas lacunaires. La théorie classique de la germination qui
est fondée sur une description en amas propose de prendre en compte cet équilibre à l’aide
de l’équation suivante [82, 83] :
Cn = DnZ
P
n . (4.7)
Dans cette équation, ZPn représente la fonction de partition de formation d’un amas
de taille n dans l’ensemble p-GC. Le choix de cet ensemble vient du fait que les nanofils
atomiques font office de réservoir les uns pour les autres (Fig. 1.3)5. L’ensemble p-GC est
4A noter que le terme "densité" sera toujours utilisé pour une grandeur représentant un nombre d’objets
ramené au nombre NS de sites de la chaîne. Le terme "concentration" étant lui utilisé pour caractériser la
nature chimique des atomes (A ou B).
5L’utilisation de l’ensemble p-GC pour décrire un nanofil, vient du fait que nous considérons que les
nanofils peuvent échanger des atomes les uns avec les autres. Expérimentalement, des nanoparticules sont
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donc naturel puisque les amas sont distingués par une taille donnée (par rapport à une
étude dans l’ensemble grand canonique où la taille n’est pas fixée) et que leur composition
peut fluctuer (par rapport à une étude dans l’ensemble canonique où la composition est
imposée). Dans le co-dépôt la question de l’ensemble statistique appliqué à l’ensemble du
système ne se pose pas puisque les ensembles statistiques sont équivalents pour un système
infini [1]. D’un point de vue pratique, on étudie la microstructure d’équilibre d’un co-dépôt
lorsque les valeurs des potentiels chimiques des 2 espèces (µA et µB) sont fixées (ou de façon
équivalente : µA et ∆µ fixés) car les potentiels chimiques sont des grandeurs intensives qui
s’appliquent à chacun des sites de la chaîne et donc à l’ensemble des amas. L’étude de la
microstructure en fonction des taux de recouvrement partiels (θA, θB) est réalisée via les
relations macroscopiques θX [µA,∆µ].
La formule (1.25) fournit une expression exacte de ZPn . Cette expression, a été obtenue
en prenant comme référence l’énergie interne d’un nanofil pur B de longueur n. Avec cette
référence énergétique, l’énergie interne d’un amas lacunaire n’est plus nulle et il faudrait
la prendre en compte dans (4.7). Pour s’affranchir de cette difficulté, nous prenons comme
référence énergétique celle d’un amas lacunaire (qui est indépendante de la longueur de cet
amas). La formule (1.25) reste valable avec les expressions suivantes de ∆i et Si :
∆i = 4e
µA+µB−(i+1)VAB
kT +
(
e
µA−iVAA
kT − eµB−iVBBkT
)(
e
µA−VAA
kT − eµB−VBBkT
)
,
Si = e
µA−iVAA/2
kT + e
µB−iVBB/2
kT .
Dans l’expression (4.7), Dn est la densité de sites disponibles pour un n-mère, compte
tenu de la présence de tous les autres amas. Dans la limite diluée (approximation de Frenkel),
souvent obtenues dans des conditions données puis encapsulées. L’intérêt d’un tel procédé est de bloquer
la distribution en taille des nanoparticules. Cela peut notamment permettre d’obtenir un grand nombre de
particules de petite taille à basse température alors que la démixtion atome lacune s’y oppose puisqu’elle
favorise l’apparition d’une phase riche en atomes et d’une phase riche en lacunes [29, 79]. Les nanoparticules
sont alors synthétisées à une température élevée pour laquelle la démixtion atome lacune est faible, puis
elle sont encapsulées pour que la distribution en taille des nanoparticules soit conservée même à basse
température. Dans le cas de nanoparticules bimétalliques, le fait que les nanoparticules soient encapsulées
n’empêche pas nécessairement une réorganisation de la répartition chimique des atomes et chaque nano-
particule se retrouve dans les conditions de l’ensemble canonique. Il faudrait alors considérer un ensemble
de nanoparticules canoniques avec une distribution en composition et en taille fixée. Cette étude n’est pas
réalisée dans ce manuscrit.
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on suppose qu’un amas occupe un seul site du réseau, quelle que soit sa taille, ce qui conduit
à Dn ≈ 1−
∑
k Ck [82, 84]. Au-delà de la limite diluée, il est nécessaire de prendre en compte
les zones d’exclusion dues à chaque amas, qui comprennent l’amas lui-même et une zone
périphérique d’autant plus grande que n est grand [85].
A 1D, Dn s’écrit en fonction des concentrations des amas lacunaires sous la forme [86] :
Dn =
∑
j>n+1
(j − (n+ 1))CLj . (4.8)
CLj correspond à la densité d’amas lacunaires de j lacunes, Dn correspond également à la
probabilité que n+2 sites voisins soient occupés par des lacunes. Dn s’écrit alors également
en fonction de la probabilité conditionnelle pL|L d’avoir une lacune sur un site sachant que
le site précédent est occupé par une lacune :
Dn = (1− θ) pn+1L|L . (4.9)
Le terme (1− θ) correspond à la probabilité d’avoir une lacune sur un site donné et pn+1L|L
correspond alors à la probabilité que les n+ 1 sites suivants soient occupés par des lacunes.
pL|L s’exprime simplement à l’aide du taux de recouvrement atomique θ et de la densité
totale d’amas CT :
pL|L = 1− CT
1− θ . (4.10)
L’équation (4.7) correspond alors à un bilan détaillé entre un état de densité Dn pour
lequel n+ 2 sites voisins sont occupés par des lacunes et un état de densité Cn où les deux
sites extrêmes restent occupés par des lacunes alors que les n autres sites considérés sont
occupés par des atomes. Le poids de Boltzmann de l’amas de taille n vaut Zn, alors que le
poids de Boltzmann de l’état de densité Dn vaut 1 puisque l’énergie associée aux lacunes est
nulle et puisqu’il n’y a qu’une seule configuration possible. Le rapport de la probabilité de
chacun de ces états Cn/Dn est alors bien égal au rapport Zn/1 de leur poids de Boltzmann
respectif.
En combinant (4.7), (4.9) et (1.25), la densité de nanofils de longueur n s’exprime comme
une somme de loi de puissance de n :
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Cn = (1− θ) p2L|L
(
a1q
n−1
1 + a2q
n−1
2
)
, (4.11)
avec a1 =
S0
2
+ ∆0
2
√
∆1
, a2 =
S0
2
− ∆0
2
√
∆1
, qi = pL|Lλi, où λi est défini dans l’annexe A.
Cette double dépendance en n est une spécificité du co-dépôt puisque pour un mono-
dépôt Cn vérifie une loi de puissance simple (K.2). Par la suite nous étudierons l’influence
de la présence de ces deux termes sur les distributions en taille.
Ainsi, à l’aide de la relation (4.11), la connaissance de pL|L (ou CT ), θ et des potentiels
chimiques µA et µB (qui permettent de déterminer Si et ∆i) suffit pour déterminer la dis-
tribution en taille des nanofils. Il reste alors à déterminer pL|L et θ en fonction de µA et
µB.
La formule (4.7) permet de relier la distribution en taille Cn à la fonction de partition
ZPn d’un amas de taille n et à l’espace disponible Dn. Cela met en évidence le fait
que la répartition chimique des atomes peut influencer Cn par l’intermédiaire de
la fonction de partition ZPn . Cn ne vérifie alors pas une simple loi de puissance
contrairement au cas d’un mono-dépôt. Le terme Dn permet quant à lui de rendre
compte de la gêne stérique qui provient de la limite de l’espace disponible pour les
amas.
4.2.3 Détermination du taux de recouvrement et de la densité
totale d’amas
La densité totale d’amas qui permet de caractériser la fragmentation du dépôt est par
définition reliée aux densités d’amas de longueur n par la relation (4.6). En utilisant l’identité
mathématique
∞∑
n=1
qn = q
1−q et la relation (4.11), (4.6) se réécrit :
p3L|L
(
2S0S2 − S22 +∆1 − 2∆0
)
+p2L|L
(
4S2 − 4S0 + S22 −∆1
)−4pL|L (1 + S2)+4 = 0. (4.12)
L’équation précédente est une équation d’ordre 3 qui peut être résolue analytiquement.
L’expression de pL|L obtenue étant lourde, nous ne la présentons pas dans ce manuscrit.
Le taux de recouvrement total est relié aux densités d’amas par la relation suivante :
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θ =
∞∑
n=1
nCn. (4.13)
En utilisant l’identité
∞∑
n=1
nqn−1 = 1
(1−q)2 et la relation (4.11), (4.13) s’écrit :
θ
1− θ = 8p
2
L|L
2S0 + 2pL|L (∆0 − S0S2) + p2L|L
(
1
2
S0 (S
2
2 +∆1)−∆0S2
)(
4− 4pL|LS2 + p2L|L (S22 −∆1)
)2 . (4.14)
Cette relation permet de déterminer θ directement en fonction de (µA, µB) en introduisant
pL|L obtenu à l’aide de (4.12).
Les équations (4.11), (4.12) et (4.14) permettent de déterminer la distribution en taille
des nanofils et le taux de recouvrement total en fonction de (µA, µB). Pour obtenir une
description exhaustive de l’équilibre avec les taux de recouvrement partiels, il faut tenir
compte de la composition des amas (§ 1). Le taux de recouvrement partiel en A est donné
par :
θA =
∞∑
n=1
n cP[n,∆µ]Cn, (4.15)
où cP[n,∆µ] est la concentration nominale moyenne d’un nanofil de longueur n dans l’ensemble
p-GC donnée par la formule (1.35). Le taux de recouvrement partiel en B est égal à θ− θA.
La détermination de θA à l’aide de la formule (4.15) nécessite de connaître la concentration
d’amas cP[n,∆µ] pour tout n, nous montrerons dans le chapitre 5 que θA peut être obtenu plus
simplement à l’aide des des profils de concentration. En effet la sommation de la formule
(4.15) ne peut pas être réalisée analytiquement car la formule (1.35) est complexe. Aux
faibles taux de recouvrement, il est possible de restreindre la somme aux petits amas qui
sont majoritaires. En revanche, aux forts taux de recouvrement, la détermination numérique
de (4.15) est imprécise car il est important de prendre en compte tous les grands nanofils.
Une description à l’aide des paramètres d’ordre permet de dépasser ces limites.
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4.3 CVM
4.3.1 Principe
La CVM consiste à minimiser la fonctionnelle de l’énergie libre en fonction des densités
de paire. Contrairement au cas d’un nanofil atomique de longueur finie, dans un système
de longueur infinie, tous les sites sont équivalents et à l’équilibre, les densités de paire sont
indépendantes des sites considérés (CXYi = C
XY
j = CXY quels que soient i et j). Pour un
système ternaire, il y a 9 paires XY possibles. Du fait de la symétrie du système :
CXY = CYX , (4.16)
et de la relation :
∑
XY
CXY = 1, (4.17)
il suffit de connaître 5 des 6 densités de paire suivantes (CAA, CBB, CLL, CAB, CAL, CBL)
pour avoir une caractérisation exhaustive de l’équilibre. Les taux de recouvrement partiels
s’expriment simplement à l’aide des densités des paires :

θA = CAA + CAB + CAL,
θB = CBB + CAB + CBL,
θL = CLL + CAL + CBL.
(4.18)
Il s’agit maintenant de déterminer la fonctionnelle de l’énergie libre en fonction des densi-
tés de paire. D’après la relation (4.3), l’Hamiltonien de la chaîne infinie s’exprime simplement
à l’aide des densités de paire :
HG = NS (CAAVAA + CBBVBB + 2CABVAB − µAθA − µBθB) . (4.19)
La fonctionnelle de l’entropie, déterminée dans l’annexe I, s’écrit :
SG = NSkB
 ∑
X=A,B,L
θX ln θX +
∑
X=A,B,L
Y=A,B,L
θXY ln θXY
 . (4.20)
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Nous en déduisons la fonctionnelle de l’énergie libre :
FG = HG − T SG. (4.21)
La minimisation de la fonctionnelle de l’énergie libre FG = HG − T SG en fonction des
densités de paire aboutit au système d’équations suivant :


C2AL
CAACLL
= eβVAA ,
C2BL
CBBCLL
= eβVBB ,
C2AB
CAACBB
= e2βV ,
C2ALθL
θAC
2
LL
= eβµA,
C2BLθL
θBC
2
LL
= eβµB .
(4.22)
La résolution de ce système en prenant en compte les contraintes (4.16), (4.17) et (4.18)
permet de déterminer les densités de paire et les taux de recouvrement d’équilibre. Les trois
premières équations de (4.22) permettent de prendre en compte l’ordre local de chacun des 3
alliages binaires AL, BL et AB. Nous limitons l’étude à un alliage AB formant une solution
solide idéale (V = 0) et à préférence homoatomique (V < 0). Les alliages XL (où X = A ou
B) sont également des alliages binaires à préférence homoatomique puisque leur paramètre
d’interaction de paire VXX+VLL−2VXL
2
= VXX
2
est négatif car nous ne considérons que le cas
d’interactions de paires atomiques attractives. Le système (4.22) prédit C2XL < CXXCLL
(car e
VXX
kBT < 1) ce qui rend bien compte de la préférence homoatomique. Les deux dernières
équations de (4.22) permettent de relier les taux de recouvrement partiels aux potentiels
chimiques par l’intermédiaire des densités de monomère (
C2XL
θX
) de l’espèce X.
La détermination de la fonctionnelle de l’entropie CVM est réalisée dans l’ensemble GC,
elle n’est à priori pas exacte dans l’ensemble canonique. Mais la CVM donne des résultats
exacts aussi bien dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-GC car pour un système
de taille infinie, les deux ensembles sont rigoureusement équivalents [1].
4.3.2 Un mot sur la résolution du système
Le système (4.22) fait apparaître les 11 variables suivantes (CAA, CBB, CLL, CAB, CAL,
CBL, θA, θB, θL, µA, µB) qui ne sont pas indépendantes.
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Les relations de conservation de la matière (4.18) et la relation (4.17) permettent d’élimi-
ner 4 variables. Il reste donc 7 variables indépendantes. Or comme le système (4.22) contient
5 équations indépendantes, si deux variables parmi les 11 variables de départ sont connues,
il est théoriquement possible de déterminer toutes les autres variables. Ainsi, dans l’en-
semble GC (resp. canonique), les potentiels chimiques (µA, µB) (resp. taux de recouvrements
(θA, θB)) étant fixés, toutes les autres variables sont contraintes.
La résolution des équations d’équilibre obtenues par CVM est un problème mathématique
complexe. Différentes méthodes itératives ont été développées et permettent d’obtenir une
solution numérique [87, 88].
Dans l’annexe J, nous montrons qu’en éliminant des variables le système (4.22) peut
être réduit à une seule équation d’ordre 4 que nous ne savons pas résoudre analytiquement.
Il est également possible d’obtenir des expressions analytiques exactes de n’importe quelle
concentration de paire en fonction de (µA, µB, θ, CT ). Ainsi, dans l’ensemble GC la résolution
de (4.12) et (4.14) permet de déterminer θ et CT en fonction de (µA, µB), le système (J.3)
permet d’en déduire toutes les concentrations de paire et les taux de recouvrement partiels.
Dans l’ensemble canonique, la résolution numérique du système (4.22) permet de dé-
terminer toutes les densités de paire et les potentiels chimiques en fonction des taux de
recouvrement partiels. La relation (4.7) permet ensuite de déterminer la distribution en
taille d’amas.
En combinant les deux approches (description en amas et CVM), toutes les densités
de paire et les taux de recouvrement partiels d’équilibre du système aussi bien dans
l’ensemble canonique que dans l’ensemble GC peuvent être déterminées.
4.4 Cas d’un alliage formant une solution solide idéale
Pour V = 0, les équations obtenues dans l’approche en amas se simplifient.
4.4.1 Détermination de (CT , θ)
Lorsque V est nul, S22 − ∆1 = 0 et ∆0 = 2S21 − S0S2, et les équations (4.12) et (4.14)
deviennent :
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
 p
3
L|L (S0S2 − S21) + p2L|L (S2 − S0)− pL|L (1 + S2) + 1 = 0,
θ
1−θ =
(S0−S2)p2L|L+(2+S2)pL|L−2
pL|L S2−1 .
(4.23)
Dans l’ensemble GC, CT et θ sont déterminés en résolvant ce système et à l’aide de la
relation (4.10)
4.4.2 Distribution en taille d’amas
La densité d’amas de taille n est déterminée à partir de (1.49), (4.7) et (4.9) :
 C1 = (1− θ) p
2
L|LS0,
Cn = (1− θ) pL|L
(
S1
S2
)2 (
pL|LS2
)n
, n > 1.
(4.24)
On retrouve ici une loi de puissance analogue à celle observée pour un mono-dépôt, à l’ex-
ception notable des monomères dont on peut isoler le comportement. De plus, pour les amas
de taille supérieure à 2, il faut tenir compte de l’hétérogénéité bord-cœur au travers du terme(
S1
S2
)2
qui vaut 1 quand τ est nul.
4.4.3 Détermination des taux de recouvrement partiels
L’étude des profils de concentration permet une analyse très simple de l’évolution des
isothermes partielles. En effet, la répartition chimique des atomes A et B est caractérisée en
répartissant les atomes selon leur coordinence :
• l’ensemble des monomères de coordinence 0
• l’ensemble des atomes de bord d’amas de coordinence 1
• l’ensemble des atomes de cœur d’amas de coordinence 2
Les concentrations correspondantes sont données par :


cmono =
1
1+e−β∆µ
,
cbord =
1
1+eβ(τ−∆µ)
,
ccoeur =
1
1+eβ(2τ−∆µ)
.
(4.25)
On note Γi la densité de sites occupés par un atome et de coordinence i. Γi est relié à
CT , θ et C1 (avec C1 qui s’exprime directement en fonction de CT et θ à l’aide de la relation
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(4.11)) :


Γ0 = C1,
Γ1 = 2 (CT − C1) ,
Γ2 = θ − 2CT + C1.
(4.26)
Le taux de recouvrement d’atomes A s’écrit alors :
θA = cmonoΓ0 + cbordΓ1 + ccoeurΓ2. (4.27)
4.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit deux méthodes permettant de déterminer de
manière exacte la microstructure d’équilibre d’un co-dépôt ABL :
• l’approche de dénombrement qui repose sur une description à deux niveaux du sys-
tème. Le premier niveau caractérise la distribution des amas atomiques indépendam-
ment de leur composition. Le deuxième niveau prend alors en compte la répartition
chimique des atomes au sein des amas. Ce deuxième niveau de description a déjà été
caractérisé précisément dans la partie I puisque l’ensemble des amas de taille n du co-
dépôt vérifient exactement l’équilibre imposé par l’ensemble p-GC.6 Ces deux niveaux
de description ne sont pas indépendants puisque nous avons montré que la prise en
compte de la répartition chimique au sein des amas influence la distribution en taille
des amas. Dans les chapitres suivants, nous allons notamment nous attacher à décrire
plus précisément comment la présence d’une deuxième espèce modifie la distribution
en taille.
• l’approche CVM consiste à décrire le système à l’aide de paramètres d’ordre en
dissociant chaque espèce (A, B et L). Cette approche permet d’obtenir simplement les
grandeurs macroscopiques d’équilibre du système.
Ces deux approches sont utilisées dans les chapitres suivants pour étudier l’influence des
caractéristiques de l’alliage et de la température sur la distribution en taille des amas et
6Ce résultat a été validé à l’aide de simulations Monte Carlo.
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sur les grandeurs macroscopiques telles que les taux de recouvrement partiels. De manière
cohérente avec la première partie, nous considérons dans un premier temps un alliage formant
une solution solide idéale (chapitre 5) puis un alliage à préférence homoatomique (chapitre
6).
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Chapitre 5
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Dans ce chapitre, nous présentons la microstructure d’équilibre d’un co-dépôt d’un alliage
formant une solution idéale. Les potentiels chimiques µA et µB des deux espèces sont imposés
et les différentes grandeurs d’équilibre sont obtenues à partir du formalisme décrit dans le
chapitre précédent (§ 4.2). On considère le cas particulier où ∆µ est constant, qui peut être
réalisé expérimentalement par voie électrochimique. Pour un tel mode de déposition, une
augmentation de la tension d’électrode conduit à l’augmentation des potentiels chimiques
des deux espèces et à celle du taux de recouvrement θ. Les potentiels chimiques des deux
espèces augmentant simultanément, la différence de potentiel chimique ∆µ = µA − µB reste
constante. Ce mode de co-déposition permet de dissocier le phénomène de ségrégation au sein
des nanofils et la répartition en taille des nanofils (distribution en taille des amas atomiques
et lacunaires). En effet, pour une valeur de ∆µ donnée, les concentrations des sites de bord
et des sites de cœur ne dépendent ni de θ, ni de la taille du nanofil (§ 1.2.4). Il est ainsi
possible d’étudier l’effet d’une hétérogénéité chimique bord/coeur sur la distribution en taille
des amas dans toute la gamme de taux de recouvrement, même lorsque le recouvrement des
zones d’exclusion entre les amas n’est plus négligeable.
Nous présentons l’ensemble des grandeurs d’équilibre qui caractérisent le co-dépôt et
nous comparons ces grandeurs à celles du mono-dépôt des deux constituants de l’alliage
pour mettre en évidence les spécificités d’un co-dépôt (§ 5.1). Après un rappel sur l’influence
des paramètres énergétiques du système sur la ségrégation à l’échelle d’un amas (§ 5.2), nous
décrivons successivement l’influence de la valeur de ∆µ (§ 5.3), de la température (§5.4) et
de VAA (§5.5) sur la microstructure d’équilibre du co-dépôt.
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5.1 Co-dépôt à ∆µ = cst
5.1.1 Méthodologie
Nous considérons un alliage AB dont les paramètres énergétiques sont : VAA = −92 meV,
VBB = 2VAA = −184 meV, VAB = −138 meV. Pour ces interactions, V = 0 et τ = 46 meV
(en accord avec les valeurs du chapitre 2), K = −138 meV. Le co-dépôt est réalisé pour une
valeur de ∆µ constante et égale à ∆µ = τ = 46 meV à T = 500 K .
Pour ce système, les concentrations des différents sites déterminées à l’aide de (4.25)
vérifient cmono = 0, 74 > cbord = 1/2 > ccoeur = 0, 26, en accord avec la figure 2.4b. Ces
concentrations sont indépendantes de la taille de l’amas considéré et du taux de recouvrement
pour ce mode de co-déposition.
5.1.2 Isothermes du co-dépôt
Pour comparer les isothermes du co-dépôt avec celles des mono-dépôts, nous choisissons
de prendre comme référence commune µB. µA peut alors être déterminé à l’aide de ∆µ :
µA = ∆µ+ µB. La figure 5.1 montre qu’une augmentation des potentiels chimiques entraîne
une augmentation du taux de recouvrement.
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. 5.1: Evolution du taux de recouvrement θ (noir), de θA,p (rouge tireté) et de θB,p (bleu tireté)
en fonction du potentiel chimique µB.
Cette figure permet également de comparer les isothermes du co-dépôt avec celles des
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mono-dépôts de A et de B. Le taux de recouvrement θX,p d’un mono-dépôt est déterminé
à l’aide des équations (K.4) et (K.5). VAA étant supérieur à VBB, l’isotherme du mono-
dépôt de A est moins raide que celle du mono-dépôt de B. L’isotherme du co-dépôt est
décalée vers les faibles potentiels chimiques (i.e. pour un même taux de recouvrement total,
le potentiel chimique du co-dépôt est inferieur à celui des mono-dépôts). Ce décalage qui
est lié à la multiplication du nombre de configurations chimiques accessibles aux amas pour
un co-dépôt (i.e. Z
P[∆µ]
n > Z
P[∆µ]
n,mono), est plus important aux faibles taux de recouvrement
(car Cn ≈ ZPn ) qu’aux forts taux de recouvrement. En effet, aux forts taux de recouvrement
l’espace disponible Dn pour placer un amas de taille n est beaucoup plus faible et s’oppose
à l’effet de ZPn . L’asymétrie de la courbe θ [µ] résulte donc de la compétition entre l’entropie
de gaz d’amas (i.e. Dn) et l’entropie configurationnelle (i.e. Z
P
n ).
5.1.3 Composition chimique de la phase atomique
La détermination de la composition de la phase atomique c = θA/θ peut être obtenue
en sommant la contribution de chaque amas en fonction de leur taille (4.15). Cependant,
nous avons montré que dans le cas V nul tous les amas présentent une unique hétérogénéité
chimique. Il suffit de distinguer la concentration des sites de bord de celle des sites de
cœur. En conséquence, nous allons analyser la composition chimique de la phase atomique
directement à l’aide des densités de site de monomères Γ0, de sites de bord Γ1, et de sites de
cœur Γ2, et de leur évolution avec θ.
La figure 5.2a montre qu’aux très faibles taux de recouvrement, le co-dépôt est constitué
principalement de monomères (i.e. Γ1 et Γ2 sont négligeables devant Γ0) et c→ cmono. L’aug-
mentation du taux de recouvrement entraîne l’augmentation de Γ1 et de Γ2 ce qui traduit un
accroissement de la taille moyenne des amas. La concentration de la phase atomique diminue
car cmono > cbord > ccoeur (Fig. 5.2b). Aux très forts taux de recouvrement, Dn prédomine
de sorte que la densité de monomères Γ0 et de sites de bords Γ1 d’amas diminuent alors que
Γ2 → 1 (quand θ → 1), la phase atomique est constituée presque uniquement de sites de
cœur et c→ ccoeur.
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. 5.2: Evolution en fonction du taux de recouvrement de la densité Γi de site de coordinance
i avec i = 0 (pointillé), i = 1 (tireté fin), i = 2 (tireté long) (a). Evolution en fonction du taux
de recouvrement de la composition de la phase chimique c = θA/θ (trait continu), cmonoΓ0/θ
(pointillé), cbordΓ1/θ (tireté court) et ccoeurΓ2/θ (tireté long) (b).
5.1.4 Fragmentation
Nous comparons sur la figure 5.3 la fragmentation du co-dépôt quantifiée par la densité
totale de nanofils CT , à celle des mono-dépôts en fonction du taux de recouvrement θ et
non de µB car les isothermes du co-dépôt sont décalées vers les faibles potentiels chimiques.
Quel que soit le taux de recouvrement, le co-dépôt est plus (resp. moins) fragmenté que le
dépôt pur de l’espèce la plus (resp. moins) cohésive : CBT < CT < C
A
T . La densité totale de
nanofils peut alors être déterminée de manière approchée à partir de la moyenne des CT des
mono-dépôts pondérée par la concentration de la phase atomique du co-dépôt :
CT [θ] ≈ cCAT [θ] + (1− c)CBT [θ] . (5.1)
La figure 5.3 montre un très bon accord entre ce développement et la valeur exacte.
Notons que pour un mono-dépôt, la densité totale de nanofils est symétrique par rapport
à θ = 1/2 et est maximale en cette valeur. En revanche pour le co-dépôt cette symétrie est
rompue et CT est maximale pour θ ≈ 0, 48 pour le système étudié. L’asymétrie résulte de la
variation de la composition de la phase atomique avec θ : pour un taux de recouvrement
θ1 < 0, 5, la concentration de la phase atomique du co-dépôt en l’espèce la moins cohésive
(i.e. l’espèce A) est plus importante que pour θ2 = 1 − θ1 en conséquence, d’après (5.1)
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CT [θ1] > CT [θ2].
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. 5.3: Densité totale de nanofils en fonction du taux de recouvrement. Résolution exacte (noir
continu), formule approchée (5.1) (noir tireté), mono-dépôt de A (rouge tireté), mono-dépôt de B
(bleu tireté).
5.1.5 Distribution en taille d’amas
La figure 5.4 montre que Cn [n] vérifie une loi de puissance quel que soit n pour les
deux mono-dépôts et uniquement pour n ≥ 2 pour le co-dépôt. D’après la relation (4.7)
et comme Dn vérifie une loi de puissance (4.9), Cn vérifie une loi de puissance en n si et
seulement si ZPn vérifie une loi de puissance. Dans le cas d’un mono-dépôt d’une espèce
X, ZPn = e
β(nµX−(n−1)VXX) vérifie bien une loi de puissance. En notant que S0 = e
βµA
cmono
,
S1 =
eβ(µA−VAA/2)
cbord
et S2 =
eβ(µA−VAA)
ccoeur
, la fonction de partition du co-dépôt s’écrit à l’aide la
fonction de partition du mono-dépôt de A :
 Z
P
1 =
ZP,purA1
cmono
,
ZPn =
(
ccoeur
cbord
)2
ZP,purAn
cncoeur
, n > 1.
(5.2)
ZPn et par extension Cn vérifient donc bien une loi de puissance pour n ≥ 2 mais pas
pour n = 1.
Pour τ = 0, c’est à dire pour 2 particules indiscernables (i.e. pour cmono = cbord = ccoeur =
c), cette relation montre que la distribution en taille vérifie bien une loi de puissance quelle
que soit la taille considérée :
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ZPn =
ZP,purAn
cn
. (5.3)
Pour un système à τ non nul, d’après (4.24), pL|LS2 étant nécessairement inférieur à 1,
Cn est strictement décroissant avec n quel que soit l’alliage considéré. Sans prise en compte
d’autres contraintes de type élastique par exemple [70, 89], les monomères seront toujours
les amas les plus représentés.
On peut extrapoler ce comportement en considérant que la densité d’amas de taille n
suit une loi de puissance de type Cn = a× bn−1 (ce qui n’est pas le cas pour les monomères
dans un co-dépôt). Nous déduisons de θ =
∞∑
n=1
nCn que θ =
a
(1−b)2 . De même, CT =
a
1−b , car
CT =
∞∑
n=1
Cn. En conséquence, a =
C2T
θ
et b = 1 − CT
θ
et nous retrouvons l’expression de la
densité d’amas de taille n pour un mono-dépôt :
Cn =
C2T
θ
×
(
1− CT
θ
)n−1
. (5.4)
Il suffit donc de connaître CT et θ pour déterminer les densités de taille. La figure 5.4
montre que même pour le co-dépôt, cette formule peut être appliquée.
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. 5.4: Evolution de la densité Cn de nanofils en fonction de leur taille n. Co-dépôt exact (noir),
co-dépôt estimé à l’aide de la formule (5.4) (vert), mono-dépôt de A (rouge), mono-dépôt de B
(bleu). θ = 0, 5.
Ainsi, les principales caractéristiques de la distribution en taille peuvent être déduites
simplement à partir de la connaissance de θ et CT . Par exemple, pour un même taux de
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recouvrement, plus CT est grand :
• plus a est important et plus la densité des petits amas est importante ;
• plus b est petit et plus Cn décroît rapidement avec n de sorte qu’une augmentation
de CT à même taux de recouvrement se traduit par une diminution de la densité d’amas
de grande taille.
Lorsqu’on considère deux dépôts ayant le même taux de recouvrement et pour fragmen-
tations respectives CT,1 et CT,2, la taille limite séparant les "petits" des "grands" amas est
égale à :
nlim =
2 (lnCT,2 − lnCT,1)
ln [θ − CT,1]− ln [θ − CT,2] + 1. (5.5)
Si CT,2 > CT,1, alors Cn,1 > Cn,2 (resp. Cn,1 < Cn,2) pour n < nlim (resp. n > nlim).
Les tailles limites estimées avec cette formule sont en très bon accord avec la figure 5.4.
Nous comparons la distribution en taille des amas du co-dépôt à celle du mono-dépôt de
B en fonction du taux de recouvrement pour comprendre l’influence de la présence d’une 2de
espèce sur la distribution en taille. Les relations (4.9) et (4.10) permettent de montrer que :
Dn
DBn
=
(
1− θ − CT
1− θ − CBT
)n+1
. (5.6)
CT [θ] étant supérieur à C
B
T [θ], Dn est inférieur à D
B
n (Fig. 5.5a). L’écart est d’autant
plus grand que la longueur de la chaîne n est grande. Quel que soit n ≥ 2, Cn/CBn < 1 (resp.
Cn/C
B
n > 1) aux faibles (resp. forts) taux de recouvrement (Fig. 5.5b). Pour les monomères,
Cn/C
B
n ≥ 1 dans toute la gamme de taux de recouvrement. Dn/DBn et Cn/CBn décroissent
avec n. Pour un même taux de recouvrement, il y a plus de "petits" amas et moins de
"grands" amas dans le co-dépôt que dans le mono-dépôt de B.
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. 5.5: Evolution en fonction du taux de recouvrement de Dn/DBn (a) et de Cn/C
B
n (b) pour
n = 1 (pointillé), n = 4 (tireté court), n = 10 (tireté), n = 20 (tireté long), n = 50 (continu).
La figure 5.6 montre que la taille limite pour laquelle Cn = C
B
n augmente avec θ. A
la limite très diluée, quand θ → 0, nlim → 1 car les dépôts sont constitués principalement
de monomères et ont la même fragmentation. Une augmentation du taux de recouvrement
entraîne l’apparition de nanofils plus longs ce qui conduit à l’augmentation de nlim . Quand θ
→ 1, nlim diverge. La figure 5.6 montre également que la formule (5.5) fournit une estimation
très précise de nlim.
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. 5.6: Evolution avec θ de la taille limite pour laquelle Cn = C
B
n . Résultats exacts déterminés
à l’aide des formules (4.24) et (K.2) (noir), résultats approchés à l’aide de la formule (5.5) (tireté
rouge).
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Une étude détaillée de la distribution en taille des amas permet de mieux comprendre
l’origine de l’asymétrie de la fragmentation en fonction du taux de recouvrement pour le
co-dépôt (Fig. 5.3). Nous représentons sur la figure 5.7 l’évolution de C1, C
L
1 , C10, C
L
10 avec
le taux de recouvrement. Pour un mono-dépôt, aussi bien la distribution d’amas atomiques
que celle des amas lacunaires vérifient une loi de puissance. Les densités d’amas atomiques
et lacunaires sont donc symétriques de sorte que CLn peut être déduit de Cn à l’aide de
la relation CLn [θ] = Cn [1− θ]. En revanche, pour un co-dépôt, seule la densité des amas
lacunaires vérifie une loi de puissance puisque les densités d’amas atomiques ne vérifient pas
une loi de puissance à cause des monomères. La symétrie amas atomiques, amas lacunaires
est donc brisée. L’asymétrie observée pour le co-dépôt entre Cn et C
L
n est beaucoup plus
importante pour les monomères que pour les nanofils plus longs. L’asymétrie observée pour
la courbe CT [θ] (Fig. 5.3) provient donc principalement de l’asymétrie atome lacune des
monomères.
F
. 5.7: Evolution en fonction du taux de recouvrement de la densité d’amas de monomère (a)
et de la densité d’amas de taille10 (b). Amas atomiques (continu), amas lacunaires (pointillé).
Co-dépôt (noir), mono-dépôt de B (bleu).
5.1.6 Effet synergétique
On peut se demander dans quelles conditions la présence d’une deuxième espèceA favorise
la présence de la première espèce B (i.e. telle que θB > θB,p) ? La figure 5.8 présente les
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isothermes des mono-dépôts et les isothermes partielles relatives aux deux espèces du co-
dépôt. L’effet synergétique [44, 90] favorise la déposition des deux espèces aux faibles taux
de recouvrement (θA > θA,p, θB > θB,p) du fait de la multiplication des configurations
chimiques accessibles à une chaîne. Aux forts taux de recouvrement bien qu’il y ait toujours
plus de configurations accessibles pour le co-dépôt, la gêne stérique devient trop importante
et la déposition des deux espèces est défavorisée (θA < θA,p, θB < θB,p).
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. 5.8: Evolution en fonction du potentiel chimique µB du taux de recouvrement θ (noir), de
θA (rouge continu), de θB (bleu continu), et des taux de recouvrements des deux mono-dépôts θA,p
(rouge tireté) et θB,p (bleu tireté).
Nous avons étudié en détail l’influence de la ségrégation sur la microstructure d’un
co-dépôt. Celle-ci induit un enrichissement des sites de faible coordinence en l’espèce
A ( cmono > cbord > ccoeur) ce qui a plusieurs conséquences sur le co-dépôt :
• la distribution en taille des amas vérifie une loi de puissance en n sauf pour les
monomères. La distribution en taille peut néanmoins être estimée précisément à
partir de CT et θ à l’aide de la relation (5.4). Ainsi, dorénavant, nous présenterons
uniquement les comportements de CT et de θ.
• la composition chimique de la phase atomique diminue avec une augmentation
du taux de recouvrement.
• la symétrie atome lacune obtenue pour un mono-dépôt n’est pas vérifiée pourr
un co-dépôt. L’asymétrie est principalement due aux monomères puisque la densité
de monomère s’éloigne d’une loi de puissance.
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• la courbe CT [θ] est également asymétrique. Cette asymétrie qui provient prin-
cipalement de l’asymétrie atome lacune des monomères, s’explique également à
l’aide de la variation de la composition de la phase atomique avec le taux de re-
couvrement. En première approximation, la fragmentation du co-dépôt correspond
à la moyenne des fragmentations des mono-dépôts pondérée par la concentration
de la phase atomique du co-dépôt.
Nous allons maintenant étudier l’influence des paramètres énergétiques du système sur
les principales caractéristiques de l’équilibre du co-dépôt.
5.2 Contraste chimique
Nous avons montré que la composition de la phase atomique du co-dépôt dépend de
la concentration des monomères, des sites de bord et des sites de coeur. Avant d’étudier
l’influence des paramètres énergétiques sur la microstructure d’équilibre d’un co-dépôt, nous
rappelons quelle est leur influence sur la ségrégation à l’échelle d’un amas et sur la différence
cmono − ccoeur que nous appellerons par la suite contraste chimique.
La concentration par type de site (formule (4.25)) peut être reparamétrisée de la manière
suivante :
cp =
1
1 + eβτ(zp−
∆µ
τ )
, (5.7)
où zp est la coordinance qui vaut 0 pour les monomères, 1 pour les sites de bord et 2 pour les
sites de cœur d’amas. cp dépend uniquement de deux paramètres βτ et
∆µ
τ
. Les variations
des concentrations en fonction de ces deux paramètres sont représentés sur la figure 5.9.
βτ permet d’étudier l’influence de la température pour un couple (τ ,∆µ) donné (puique
β = 1
kBT
) ou l’influence de τ à une température constante et lorsque la différence de potentiel
chimique évolue proportionnellement avec τ (ce que nous étudierons dans la section 5.5).
A V nul, βτ est le moteur de la ségrégation. Lorsque βτ = 0, la ségrégation est nulle,
tous les sites ont une concentration homogène égale à 0,5 (Fig. 5.9a). Quand βτ 	= 0, la
ségrégation entraîne un contraste chimique entre les sites. Les sites de faible coordinence ont
une plus forte concentration en A (cmono > cbord > ccoeur). ∆µ/τ favorise la présence de l’une
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. 5.9: Evolution de cmono (pointillé), cbord (tireté), ccoeur (continu)en fonction de βτ (a) et de
∆µ/τ (b). (a) ∆µ/τ = 1 (rouge), ∆µ/τ = −0, 2 (bleu). (b) βτ = 1 (bleu foncé), βτ = 3 (vert).
des deux espèces quels que soient les sites considérés (Fig. 5.9b). Plus ∆µ/τ est grand plus
la présence d’atomes A est favorisée. Lorsque ∆µ/τ → −∞, cp = 0 quel que soit p. Une
augmentation de ∆µ/τ se traduit par une augmentation de la concentration sur l’ensemble
des sites. Plus βτ est grand, plus la courbe cp [∆µ/τ ] est raide. Pour ∆µ/τ = zp, cp = 1/2
quel que soit p et pour toute valeur de βτ (Fig. 5.9a).
Pour une valeur donnée de βτ , le contraste chimique caractérisé par la différence entre
la concentration des monomères et celle des sites de coeur cmono − ccoeur, est maximal en
∆µ/τ = 1 (Fig. 5.10b). Pour cette valeur de ∆µ/τ = 1, cbord = 1/2 et cmono = 1− ccoeur quel
que soit βτ . Il est intéressant de rappeler qu’à la limite infiniment diluée (i.e. θ → 0), il n’y
a quasiment que des monomères déposés et la concentration de la phase atomique est très
proche de cmono. En revanche, à la limite infiniment diluée en lacune (i.e. θ → 1), la chaîne
est quasiment entièrement remplie et la concentration de la phase atomique vaut ccoeur. Ainsi
le contraste cmono − ccoeur correspond également au contraste entre les concentrations de la
phase atomique aux deux limites infiniment diluées (i.e. c [θ → 0]− c [θ = 1] = cmono − c).
Lorsque 0 < ∆µ/τ < 2, cmono − ccoeur augmente de manière monotone entre 0 pour
βτ = 0 et 1 lorsque βτ → +∞ (Fig. 5.10a). En revanche, lorsque ∆µ/τ < 0 ou ∆µ/τ > 2,
cmono−ccoeur est nul en βτ = 0, passe par un maximum quand βτ augmente. cmono−ccoeur → 0
lorsque βτ → +∞ car l’effet de la ségrégation est alors masqué par le fait que le système
favorise la présence d’atomes B (pour ∆µ/τ < 0) ou d’atomes A (pour ∆µ/τ > 2) sur
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l’ensemble des sites.
F
. 5.10: Evolution de cbord− ccoeur en fonction de βτ (a) et de ∆µ/τ (b). (a) ∆µ/τ = 1 (rouge),
∆µ/τ = −0, 2 (bleu). (b) βτ = 1 (bleu foncé), βτ = 3 (vert).
Une augmentation de ∆µ/τ se traduit par une augmentation de la concentration des
monomères, des sites de bord et des sites de coeur. Le contraste entre la composition
des monomères et des sites de cœur est maximal en ∆µ = τ . Ce contraste augmente
de manière monotone avec une augmentation du paramètre βτ (i.e. une diminution
de la température) si 0 < ∆µ/τ < 2.
5.3 Influence de ∆µ
Nous considérons 5 valeurs possibles de∆µ pour lesquels nous précisons les concentrations
par type de site (à T = 500 K, avec les mêmes paramètres énergétiques que dans le § 5.1) :
∆µ = 0, cmono = 1/2, cbord = 0, 26, ccoeur = 0, 11
∆µ = τ , cmono = 0, 74, cbord = 0, 1/2, ccoeur = 0, 26
∆µ = 2τ , cmono = 0, 89, cbord = 0, 74, ccoeur = 1/2
∆µ = 3τ , cmono = 0, 96, cbord = 0, 89, ccoeur = 0, 74
∆µ = 4τ , cmono = 0, 99, cbord = 0, 96, ccoeur = 0, 89
La figure 5.11 présente les isothermes du co-dépôt et des mono-dépôts de A et de B pour
ces différentes valeurs de∆µ. Nous avons représenté ces isothermes en fonction de µB de sorte
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que l’isotherme du mono-dépôt de B ne dépend pas de la valeur de ∆µ. En revanche, pour
une valeur de µB donnée, une augmentation de ∆µ entraîne une augmentation de µA. Les
isothermes du mono-dépôt de A dépendent donc de ∆µ : plus ∆µ est grand, plus l’isotherme
du mono-dépôt de A est décalée vers les faibles valeurs de µB. De même pour le co-dépôt,
plus ∆µ est grand, plus l’isotherme est décalée vers les faibles potentiels chimiques, moins
elle est raide et plus elle est proche de l’isotherme du mono-dépôt de A. A l’inverse, plus
∆µ est petit, plus l’isotherme du co-dépôt se décale vers les grandes valeurs de µB et se
rapproche de celle du mono-dépôt de B.
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. 5.11: Evolution en fonction du potentiel chimique µB du taux de recouvrement du co-dépôt
(continu), du mono-dépôt de A (pointillé) et du mono-dépôt de B (tireté) pour ∆µ = 0 (violet),
∆µ = τ (bleu), ∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 3τ (orange), ∆µ = 4τ (rouge). Toutes les courbes du
mono-dépôt de B sont confondues entre elles (tireté rouge).
La figure 5.12a permet de faire le lien entre les ensembles canonique et GC. Elle présente
les trajectoires parcourues dans le plan (θA, θB) en faisant varier µB de −∞ à +∞ et en
gardant la différence de potentiel chimique entre les deux espèces constante (µA = ∆µ+µB).
Ces trajectoires correspondent à des lignes de niveau qui fixent non seulement la différence
de potentiel chimique mais également les concentrations des différents types de site. Plus
∆µ est grand, plus la phase atomique est riche en A. En faisant varier ∆µ et µB, il est
possible de parcourir tout le plan (θA, θB). La figure 5.12b présente les courbes de niveau de
la fragmentation du co-dépôt en fonction de (θA, θB). Plus ∆µ est grand, plus le co-dépôt
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est fragmenté.
F
. 5.12: Trajectoires (a) et lignes de niveau de la fragmentation CT (b) d’un co-dépôt à ∆µ = cst
dans le plan (θA, θB) . (a) ∆µ = 0 (violet), ∆µ = τ (bleu), ∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 3τ (orange),
∆µ = 4τ (rouge). (b) Plus le co-dépôt est fragmenté plus la couleur est claire.
Les trajectoires du dépôt à ∆µ = cst sont convexes (Fig. 5.12a) du fait de la variation
de la concentration de la phase atomique du co-dépôt (Fig. 5.13a). Aux faibles taux de
recouvrement, quel que soit ∆µ, il y a principalement des monomères (Fig. 5.13b) de sorte
que la concentration de la phase atomique est proche de cmono. Plus le taux de recouvrement
augmente, plus la proportion d’atomes situés en cœur augmente et plus la concentration
tend vers ccoeur.
Nous avons montré précédemment que la courbe CT [θ] est asymétrique pour un co-dépôt
à ∆µ = cst. La figure 5.14 présente l’évolution de la position du maximum de CT [θ] en
fonction de ∆µ. L’asymétrie est relativement faible quelle que soit la valeur de ∆µ. Elle est
maximale pour ∆µ proche de τ qui permet de maximiser le contraste chimique entre les
monomères et les atomes de cœur cmono − ccoeur. L’asymétrie disparaît lorsque ∆µ devient
trop grand (resp. petit) car le co-dépôt tend vers un dépôt pur A (resp. B).
La valeur maximale de CT augmente de manière monotone avec ∆µ entre C
B
T max et
CAT max. Nous voyons que la formule approchée (5.1) donne une très bonne approximation de
CT max.
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. 5.13: Evolution avec le taux de recouvrement de la concentration de la phase atomique (a) et
de la répartition des atomes par type de site (b) pour ∆µ = cst. ∆µ = 0 (violet), ∆µ = τ (bleu),
∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 3τ (orange), ∆µ = 4τ (rouge). (b) Proportion Γi/θ d’atomes de coordinance
i avec i = 0 (pointillé) et i = 1 (tireté).
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. 5.14: Evolution en fonction de ∆µ du taux de recouvrement correspondant à CT max (a) et
de CT max (b). CT max est le maximum de la courbe CT [θ] . (b) Résolution exacte (trait continu),
formule approchée (5.1) (tireté).
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Faire varier µB et ∆µ (ou µA) permet de faire varier les taux de recouvrement
partiels (θA, θB). Les trajectoires des co-dépôts à ∆µ = cst dans le plan (θA, θB)
sont convexes car la concentration de la phase atomique du dépôt diminue avec
une augmentation de µB du fait de la ségrégation. Plus ∆µ est grand, plus la phase
atomique est riche en l’espèce la moins cohésive (ici A) et plus le dépôt est fragmenté.
L’asymétrie de la courbe CT [θ] est maximale pour ∆µ ≈ τ qui permet d’avoir un
contraste maximal entre la concentration des monomères et celle des sites de cœur.
5.4 Influence de T
Nous reprenons l’étude précédente (§ 5.3) à basse température (T = 200 K). Pour les
mêmes valeurs de ∆µ que précédemment, nous obtenons les concentrations de site suivantes :

∆µ = 0, cmono = 1/2, cbord = 0, 06, ccoeur = 0, 005
∆µ = τ , cmono = 0, 94, cbord = 0, 1/2, ccoeur = 0, 06
∆µ = 2τ , cmono = 0, 995, cbord = 0, 94, ccoeur = 1/2
∆µ = 3τ , cmono = 0, 9997, cbord = 0, 995, ccoeur = 0, 94
∆µ = 4τ , cmono = 0, 99998, cbord = 0, 9997, ccoeur = 0, 995
La diminution de la température entraîne l’augmentation du contraste de composition
cmono − ccoeur pour 0 ≤ ∆µ ≤ 2τ (en accord avec la Fig. 5.9). Pour ∆µ > 2τ , cmono − ccoeur
diminue car le co-dépôt est presque pur A.
La figure 5.15a présente les trajectoires dans le plan (θA, θB) des co-dépôts correspondants
aux différentes valeurs de ∆µ. Ces trajectoires sont plus proches de celles des mono-dépôts
excepté pour ∆µ = 2τ car ccoeur → 0 (resp. 1) lorsque la température tend vers 0 si ∆µ < 2τ
(resp. ∆µ > 2τ) (Fig. 5.9). Les trajectoires sont également moins convexes qu’à haute
température.
La figure 5.15b montre que la fragmentation du co-dépôt a fortement diminué à basse
température quels que soient les taux de recouvrement partiels. Dans un co-dépôt, à taux
de recouvrement constant, une diminution de la température se traduit donc par une aug-
mentation (resp. diminution) de la densité de nanofils longs (resp. courts).
Les trajectoire du co-dépôt apparaissent moins convexe qu’à haute température. Cela
peut sembler surprenant puisque cette convexité provient du contraste chimique cmono−ccoeur
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F
. 5.15: Trajectoires (a) et lignes de niveau de la fragmentation CT (b) d’un co-dépôt à ∆µ = cst
dans le plan (θA, θB) . (a) ∆µ = 0 (violet), ∆µ = τ (bleu), ∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 3τ (orange),
∆µ = 4τ (rouge). (b) Plus le co-dépôt est fragmenté plus la couleur est claire. T = 200 K.
qui est bien plus marqué à basse température (du moins pour 0 ≤ ∆µ ≤ 2τ). Mais à basse
température, la fragmentation est beaucoup plus faible. La proportion de monomères et des
sites de bord diminue donc très rapidement avec une augmentation de θ (Fig. 5.16b). En
conséquence, la concentration de la phase atomique diminue très rapidement pour les faibles
taux de recouvrement puis est quasiment constante et égal à ccoeur dès que θ > 0, 2. Ainsi
la convexité des trajectoires du co-dépôt n’est pas très marquée sur la figure 5.15a car elle
est importante seulement pour les très faibles taux de couverture. Précisons que plus ∆µ
est faible, plus le dépôt est riche en B, plus la fragmentation est faible, plus la proportion
de monomères et de sites de bord diminue rapidement avec θ et plus la variation de la
concentration de la phase atomique du co-dépôt est cantonnée aux faibles valeurs de θ. Ainsi
pour ∆µ = 0, en θ = 0, 05, la proportion Γ2/θ de sites de cœur de la phase atomique est déjà
suppérieure à 95% et la concentration de la phase atomique est déjà très proche de ccoeur.
Comment évolue l’asymétrie de la courbe CT [θ] avec la température ? A T = 500 K, cette
asymétrie est maximale pour ∆µ ≈ τ . Nous allons donc nous focaliser sur cette valeur de
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F
. 5.16: Evolution avec le taux de recouvrement de la concentration de la phase atomique (a) et
de la répartition des atomes par types de site (b) pour ∆µ = cst. ∆µ = 0 (violet), ∆µ = τ (bleu),
∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 3τ (orange), ∆µ = 4τ (rouge). (b) Proportion Γi/θ d’atomes de coordinance
i avec i = 0 (pointillé) et i = 1 (tireté). T = 200 K. Sur la figure (b), par soucis de lisibilité seul le
cas ∆µ = 2τ est représenté.
∆µ. La figure 5.17 présente l’évolution de la position du maximum de la courbe CT [θ] avec la
température pour le co-dépôt. L’asymétrie est maximale pour une température proche de 330
K. Aux limites haute température et basse température, l’asymétrie disparaît puisque le taux
de recouvrement pour lequel CT est maximal tend vers 0,5. A la limite haute température, il
n’y a plus d’asymétrie car la ségrégation disparaît puisque la concentration de chaque type de
site tend vers 0,5 (Fig. 5.9), la distribution en taille d’amas vérifie alors une loi de puissance
et la symétrie atome lacune est retrouvée. A la limite basse température, la concentration
de la phase atomique varie très peu avec le taux de recouvrement sauf pour les très faibles
taux de recouvrement (Fig. 5.16a) le co-dépôt est alors quasiment pur B et l’asymétrie n’est
pas visible.
Quelle que soit la température, CBT max < CT max < C
A
T max (Fig. 5.17b). Pour les faibles
températures (i.e. pour les grandes valeurs de 1/T ), la limite asymptotique en fonction de
T de la densité totale d’amas maximale est donnée par l’équation suivante ln [CT max] =
VBB
2kB
1
T
. La variation de la fragmentation avec la température pour les faibles températures
est gouvernée par l’espèce la plus cohésive B car la pente de la courbe ln [CT max] = f
[
1
T
]
est
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la même pour le co-dépôt que pour le mono-dépôt de B. Néanmoins, de par la présence de
l’espèce A, la fragmentation du co-dépôt est deux fois plus grande que celle du mono-dépôt
de B ( lim
T→0
CT max
CAT max
→ 2). Cela peut sembler surprenant puisque nous avons montré que la
concentration de la phase atomique tend vers 0 lorsque T tend vers 0. Plus précisément,
quand T → 0, la phase atomique est principalement constituée d’atomes de cœur et pour
∆µ < 2τ , c → ccoeur ≈ e−β(2τ−∆µ) → 0 (d’après la relation (1.51)). Mais la fragmentation
d’un mono-dépôt de A est beaucoup plus forte que celle d’un mono-dépôt de B : l’application
de la formule CVM mono-dépôt (K.6) prédit
CAT [θ=1/2]
CBT [θ=1/2]
= eβτ . L’utilisation de la formule (5.1)
permet alors de montrer que :
CT [θ = 1/2]→
(
1 + e−β(τ−∆µ) − e−β(2τ−∆µ))CBT [θ = 1/2] , (5.8)
Quand ∆µ = τ , CT [θ = 1/2] = 2C
B
T [θ = 1/2] en bon accord avec la figure 5.17b. En
revanche, si ∆µ < τ , alors à la limite basse température, CT [θ = 1/2] = C
B
T [θ = 1/2], et
le fait de co-déposer des atomes A n’a pas d’influence sur la fragmentation maximale. Pour
τ < ∆µ < 2τ , CT [θ = 1/2] → e−β(τ−∆µ)CBT [θ = 1/2] et le fait de co-déposer des atomes A
a une effet important sur la fragmentation maximale du co-dépôt et diminue la pente de la
courbe ln [CT max] = f
[
1
T
]
. En ∆µ = 2τ , ccoeur = 1/2 et à la limite basse température, la
fragmentation du co-dépôt maximale vaut la moitié de la fragmentation du mono-dépôt de
A. Si ∆µ ≥ 2τ , alors quand T tend vers 0, ccoeur tend vers 1 et le co-dépôt tend vers un
mono-dépôt de A.
Une diminution de la température induit une diminution de la fragmentation du co-
dépôt et donc une augmentation (resp. diminution) de la densité d’amas de grande
(resp. petite) taille. L’asymétrie atome lacune observée à une température finie (qui
provient de la variation de la composition de la phase atomique) disparaît aux limites
basse et haute température. Plus la température est faible, plus la ségrégation est im-
portante et plus la variation de la concentration de la phase atomique est importante
(pour 0 < ∆µ < 2τ). Mais plus la température est faible, plus cette variation de
concentration est cantonnée aux très faibles taux de recouvrement. La fragmenta-
tion du co-dépôt à la limite basse température vaut le double de la fragmentation du
mono-dépôt de B dans le cas ∆µ = τ .
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F
. 5.17: Evolution en fonction de l’inverse de la température du taux de recouvrement corres-
pondant à CT max (a) et de ln [CT max] du co-dépôt (trait continu) et des mono-dépôts (tireté) (b).
CT max est le maximum de la courbe CT [θ] . (b) mono-dépôt de A (rouge), de B (bleu), limite
asymptotique d’équation ln [CT max] =
VXX
2kB
1
T pour le co-dépôt (pointillé).
5.5 Influence de VAA
Etudions maintenant l’influence de la cohésion atomique VAA de l’espèce A sur la micro-
structure d’équilibre du co-dépôt. Nous conservons la même valeur de VBB et nous consi-
dérons une température élevée T = 500 K. Une variation de VAA lorsque VBB est constant
entraîne nécessairement une variation de VAB puisque V est nul. Les paramètres K et τ
varient également avec VAA selon les lois suivantes : τ =
VAA−VBB
2
, K = VAA+VBB
2
. Pour
maximiser le contraste chimique cmono − ccoeur, nous imposons ∆µ = τ . L’évolution des
concentrations par site avec VAA peut alors être analysée à l’aide de la figure 5.9a (courbe
rouge). Une augmentation de VAA (i.e. lorsque la liaison AA devient moins cohésive) se tra-
duit par une augmentation τ ce qui entraîne une augmentation de cmono et une diminution
de ccoeur alors que cbord = 1/2 reste constant.
En plus du cas VAA = VBB/2 considéré jusqu’à présent, nous étudions l’équilibre pour 2
autres valeurs de VAA :
• VAA = 0, K = VBB/2, cmono ≈ 0, 9, ccoeur ≈ 0, 1 qui permet de minimiser la cohésion
atomique sans autoriser des interactions répulsives.
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• VAA = VBB, K = VBB, cmono = cbord = ccoeur = 1/2 qui permet de maximiser
la cohésion atomique sans inverser le sens de la ségrégation (i.e. sans que l’espèce
B devienne l’espèce ségrégeante). Les deux espèces A et B sont indiscernables, ce
qui induit un décalage de l’isotherme de kBT ln 2 (i.e. θ [µ] = θA,p [µ+ kBT ln 2]).
La fragmentation du co-dépôt correspond alors exactement à celle du mono-dépôt au
même taux de recouvrement.
5.5.1 Effet sur les isothermes du co-dépôt
La figure 5.18 présente les isothermes dans le cas VAA = VBB et dans le cas VAA = 0.
Dans le cas VAA = VBB (Fig. 5.18a), les atomes A et les atomes B ont exactement les mêmes
propriétés. Les isothermes des mono-dépôts A e B sont confondues. Dans le co-dépôt, il y a
autant d’atomes de A que d’atomes de B de déposés (θA = θB = θ/2).
L’isotherme correspondant au mono-dépôt de B est invariante avec VAA. En revanche,
la pente de l’isotherme du mono-dépôt de A diminue lorsque VAA augmente (Fig. 5.18b).
D’après (K.4) et (K.5), θA,p [µA] diminue avec une augmentation de VAA et ce quel que soit
µA. Mais en prenant comme référence µB, et comme la valeur de ∆µ imposée varie avec VAA,
θA,p [µB] augmente (resp. diminue) avec une augmentation de VAA pour les faibles (resp.
forts) valeurs de µB.
La pente de l’isotherme du co-dépôt diminue quand VAA augmente (Fig. 5.18b). En
VAA = 0 (Fig. 5.18b), pour les faibles valeurs de µB, le co-dépôt comprend essentiellement
des monomères (Fig. 5.19), riches en A (puisque cmono ≈ 0, 9). Le co-dépôt est donc riche en
A et θA ≈ θA,p. Pour les fortes valeurs de µB, le taux de recouvrement est plus grand. Le co-
dépôt est composé de nanofils longs et la densité de site de cœur est beaucoup plus importante
de sorte que la phase atomique est principalement constituée d’atomes B (θB > θA).
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F
. 5.18: Evolution en fonction du potentiel chimique µB du taux de recouvrement θ (noir), de
θA (rouge continu), de θB (bleu continu), et des taux de recouvrements des deux mono-dépôts θA,p
(rouge tireté) et θB,p (bleu tireté) pour VAA = VBB (a) et VAA = 0 (b). (a) Les isothermes relatives
aux espèces A (rouge) et B (bleu) sont confondues.
Notons que l’isotherme partielle en A présente un maximum. En effet lorsque le taux
de recouvrement augmente le nombre de monomères et de sites de bords (qui sont très
majoritairement constitués d’atomes A) diminue et cette diminution n’est pas compensée
par l’augmentation du nombre de sites de cœur (qui contiennent trop peu d’atomes A) (Fig
5.19).
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. 5.19: Evolution avec µB de la densité totale de nanofils CT (noir tireté), de la densité de
monomère Γ0 (gris), de la densité de sites de bord Γ1 (vert) et de la densité de sites de cœur Γ2
(noir). VAA = 0.
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5.5.2 Effet sur la fragmentation
La figure 5.20 montre que la densité de monomères et la densité totale de nanofils aug-
mentent lorsque VAA augmente (i.e. lorsque la liaison AA devient moins cohésive). La va-
riation de CT avec VAA est due à l’augmentation du paramètre K qui caractérise l’énergie
moyenne d’une liaison atomique. Plus K est négatif, plus les liaisons atomiques sont fortes
et plus la fragmentation (ou CT ) est faible.
F
. 5.20: Evolution avec le taux de couverture de la densité de monomère C1 (a) et de la densité
totale de nanofils CT (b). Calcul exact (continu), formule approchée (5.1) (tireté). VAA = VBB
(bleu), VAA = VBB/2 (noir), VAA = 0 (vert).
La symétrie de la courbe CT [θ] observée dans le cas VAA = VBB est brisée dès que les
deux espèces n’ont pas la même énergie de cohésion (VAA 	= VBB). L’asymétrie est maximale
lorsque VAA = 0 (i.e. lorsque τ est maximal). Cette asymétrie est bien liée à la variation de
la composition de la chaîne puisque la formule (5.1) donne une bonne approximation de la
densité totale de nanofils.
5.6 Conclusion
L’étude de la microstructure d’équilibre d’un co-dépôt dans le cas d’un alliage formant
une solution idéale a été réalisée dans le cas particulier où la différence de potentiels chimiques
entre les espèces ∆µ est constante. La concentration des sites de bord et des sites de cœur
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est alors indépendante du taux de recouvrement et de la longueur des nanofils. Le profil de
concentration d’un nanofil de taille n+1 se déduit directement de celui d’un nanofil de taille
n par ajout d’un atome de coeur dès n = 2. Du fait de la ségrégation, les petites chaînes
sont plus riches en l’espèce ségrégeante (A) que les chaînes longues. L’augmentation du taux
de recouvrement conduit à une augmentation de la taille moyenne des chaînes et donc à la
diminution de la concentration de la phase atomique.
Nous avons montré que le co-dépôt est plus (resp. moins) fragmenté que le mono-dépôt
de l’espèce la plus (resp. moins) cohésive. La densité totale de nanofils est à peu près égale
à la moyenne de celles des mono-dépôts à même taux de recouvrement pondérée par la
concentration de la phase atomique du co-dépôt. La distribution en taille des nanofils vérifie
une loi de puissance en n analogue à celle des mono-dépôts excepté pour les monomères.
La présence d’une seconde espèce brise la symétrie atome / lacune du mono-dépôt. Cette
asymétrie, surtout visible pour les monomères, est maximale lorsque le contraste chimique
(quantifié par cmono − ccoeur) est maximal.
Plus la valeur de ∆µ est grande, plus la composition de la phase atomique est riche en
A, plus le dépôt est fragmenté. Une diminution de température conduit à une diminution
de la fragmentation et donc à une augmentation (resp. diminution) de la densité de nanofils
longs (resp. courts).
Dans le chapitre suivant nous considérons un alliage à tendance à la démixtion en vo-
lume. D’après les résultats du chapitre 3, on s’attend alors à observer la coexistence de
microstructures de composition chimique variées dans le co-depôt.
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Dans ce chapitre, nous étudions l’influence de l’effet d’alliage sur l’équilibre d’un co-dépôt
à ∆µ constant. Dans le chapitre 3 nous avons montré qu’à haute température l’effet d’alliage
gouverné par V ne modifie que légèrement la répartition chimique d’équilibre d’un nanofil.
Nous ne nous attendons donc pas à de fortes modifications pour le co-dépôt. Dans la section
6.1, nous suivrons la même démarche que dans le chapitre 5 en considérant un co-dépôt
réalisé à ∆µ constant à haute température. Nous nous intéressons à l’influence de l’effet
d’alliage sur les caractéristiques du co-dépôt (distribution en taille, fragmentation, contraste
chimique...) en prenant comme référence le cas de l’alliage formant une solution idéale traité
dans le chapitre précédent (§ 5).
A faible température, l’équilibre d’un nanofil dans l’ensemble p-GC est fortement modifié
par l’effet d’alliage puisque la DEC est bimodale ce qui est caractéristique de la coexistence
de configurations ayant des compositions chimiques très différentes (pures, cœur coquille et
Janus). Nous avons montré que cette coexistence est présente principalement pour les na-
nofils courts. Dans la section 6.2, nous déterminons les conditions (température, différence
de potentiel chimique, taux de recouvrement) pour lesquelles l’observation d’une coexistence
de configurations particulières est favorisée pour un alliage donné. Enfin nous étudions l’in-
fluence du paramètre énergétique K qui gouverne la fragmentation (§ 6.3).
6.1 Haute température
6.1.1 De l’influence de l’effet d’alliage sur les amas...
Dans ce chapitre, le système à préférence homoatomique a les paramètres suivants :
V = −30 meV, τ = 46 meV et K = −123 meV avec les mêmes valeurs de VAA et de VBB
que dans le chapitre précédent (VAA = −92 meV, VBB = 2VAA = −184 meV). L’interaction
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de la paire AB est donc affaiblie (VAB = −108 meV au lieu de −138 meV).
Alors que dans le chapitre 3, nous avons présenté principalement les caractéristiques d’un
nanofil en fonction de sa taille et de sa composition, dans le co-dépôt, tous les nanofils sont
plongés dans l’ensemble GC et sont soumis à la même différence de potentiel chimique ∆µ.
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. 6.1: Evolution avec ∆µ de la concentration nominale cP[n,∆µ] des nanofils de longueur n.
V < 0 : n = 1 (gris), n = 5 (noir fin), n→ +∞ (noir épais). V = 0 : n = 5 (pointillé fin), n→ +∞
(pointillé épais). Les lignes tiretés verticales permettent de repérer les valeurs de ∆µ considérée
dans la suite : ∆µ = 1, 19τ (violet), ∆µ = 1, 67τ (bleu), ∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 2, 33τ (orange),
∆µ = 2, 81τ (rouge). T = 500 K.
La figure 6.1 présente la concentration nominale de ces nanofils pour différentes tailles et
rappelle le cas V nul. Le principal effet de V sur la composition d’un amas atomique dépend
de la longueur de la chaîne considérée. La concentration des monomères (définie par (4.25))
ne dépend pas de V . Pour des nanofils contenant au moins deux atomes, l’effet d’alliage (V
< 0) entraîne une diminution de la concentration nominale en l’espèce minoritaire. Comme
la concentration c∞ d’une chaîne infinie vaut 1/2 en ∆µ = 2τ , nous pouvons en déduire que
pour une différence des potentiels chimiques ∆µ < 2τ (resp. ∆µ > 2τ), plus V est négatif,
plus le contraste entre la concentration des monomères et la concentration d’un co-dépôt
complet c∞ est important (resp. faible).1
1Le pendant du phénomène de ségrégation à l’échelle d’un nanofil est que, à l’échelle d’une population
de nanofils de différentes tailles, les nanofils courts sont plus riches en l’espèce ségrégeante que les nanofils
longs. Ainsi, lorsque τ est positif, cela conduit à la ségrégation des atomes A en bord de nanofils et à un
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6.1.2 ...à l’influence sur la distribution en taille des amas
Dans le chapitre précédent, nous avons montré que la distribution en taille des amas
d’un co-dépôt (V = 0) est très peu différente de celle d’un mono-dépôt. Plus précisément,
nous avons relié la différence observée au phénomène de ségrégation par l’intermédiaire de
la fonction de partition ZPn qui dépend de la fonction de partition du nanofil pur A de taille
n et du profil de concentration (5.2). La concentration de cœur étant homogène quelle que
soit la longueur du nanofil, ZPn et donc Cn suivent une loi de puissance pour n ≥ 2. La
distribution en taille du co-dépôt est alors très similaire à celle d’un mono-dépôt et elle est
précisément caractérisée à partir des deux paramètres macroscopiques (θ, CT ).
Pour un alliage à préférence homoatomique la concentration de cœur n’étant plus homo-
gène, ZPn ne vérifie pas une loi de puissance. La distribution en taille en est-elle affectée et
s’éloigne-t-elle fortement du cas d’un mono-dépôt ?
La formule (4.11) peut s’écrire sous la forme :
Cn = A1 [n] +A2 [n] , (6.1)
où A1 [n] = (1− θ) p2L|La1qn−11 et A2 [n] = (1− θ) p2L|La2qn−12 . D’après la formule (6.1)
la distribution en taille d’amas vérifie une somme de deux lois de puissance. La figure 6.2
montre qu’à l’exception des petites tailles, à T = 500 K et pour ∆µ = 1, 67τ , la contribution
de A2 [n] peut être négligée quel que soit le taux de recouvrement. La contribution
A2[n]
Cn
de
A2 [n] sur Cn est indépendante du taux de recouvrement car elle provient de l’expression de
ZPn (1.25). Elle est d’environ 29% pour les monomères (i.e.
A2[n=1]
C1
≈ 0, 29) alors qu’elle est
d’environ 10% pour n = 2 et 1% pour n = 4.
La distribution en taille des amas étant proche d’une loi de puissance, la formule (5.4)
peut être utilisée pour l’estimer à partir de θ et CT . La figure 6.2 confirme ce résultat pour
∆µ = 1, 67τ et pour deux valeurs du taux de recouvrement.2
enrichissement des nanofils courts en A relativement aux nanofils longs.
2Aux faibles taux de recouvrement, du fait que les nanofils courts contribuent principalement à CT et θ,
l’estimation de Cn est relativement précise pour les petites tailles mais moins pour les tailles importantes.
Aux forts taux de recouvrement, la contribution des nanofils courts sur θ et CT étant faible, l’estimation est
précise pour les nanofils longs et moins pour les monomères.
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F
. 6.2: Evolution de la densité Cn de nanofils en fonction de leur taille n à θ = 0, 25 (a) et
θ = 0, 75 (b). Résolution exacte (point noir), A1 [n] (cercle rouge) et A2 [n] (cercle bleu), Cn estimé
à l’aide de (5.4) (point vert). T = 500 K, ∆µ = 1, 67τ.
Dans l’annexe L, nous montrons que le mode A2 de la distribution en taille peut être
négligé quel que soit ∆µ sauf pour les très petites tailles. En effet nous montrons que q1
q2
≥
1+eβV
1−eβV ≈ 3 et que a1a2 > 1, 5 pour le système étudié ce qui veut dire que non seulement la
contribution de A2 est moins importante que celle de A1 pour les monomères mais qu’elle
s’atténue bien plus rapidement avec une augmentation de n.
6.1.3 Fragmentation
La connaissance de θ et CT est suffisante pour avoir une caractérisation précise de la
distribution en taille des nanofils. La figure 6.3a montre que la fragmentation du co-dépôt
présente des caractéristiques similaires au cas V = 0. La fragmentation est plus forte pour
V négatif que pour V nul (Fig. 6.3b) quels que soit les taux de recouvrement partiels car la
valeur de VAB est plus forte pour V < 0 que pour V = 0, le co-dépôt est donc moins cohésif.
L’augmentation de la fragmentation est maximale (Fig. 6.3b) :
• pour des concentrations proches de 1/2 car les liaisons AB sont alors nombreuses
et elles sont défavorables ;
• pour des taux de recouvrement intermédiaires 0, 3 < θ < 0, 8 car la fragmentation
est la plus forte.
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F
. 6.3: Lignes de niveau de la fragmentation CT d’un co-dépôt (V < 0) (a) et de la différence de
fragmentation CT [V < 0]−CT [V = 0] (b) dans le plan (θA, θB) . (a) Plus le co-dépôt est fragmenté
plus la couleur est claire. (b) Plus la différence de fragmentation est positive plus la couleur est
claire. T = 500 K.
Notons que l’augmentation relative de CT peut être supérieure à 10% (i.e.
CT [V <0]−CT [V=0]
CT [V=0]
> 0, 1).
Dans le cas d’un alliage formant une solution solide idéale, le fait que la densité de mo-
nomère s’écarte de la loi de puissance vérifiée par la distribution en taille d’amas pour n ≥ 2
induit une asymétrie de la courbe CT [θ]. Pour un alliage à préférence homoatomique, la
distribution en taille reste proche d’une loi de puissance mais il y a un léger écart pour
les petites tailles (et pas seulement pour les monomères). On peut se demander quelle est
l’influence de cet écart sur la courbe CT [θ] ? La figure 6.4 présente l’évolution de la fragmen-
tation du co-dépôt avec θ pour ∆µ = 1, 67τ . La fragmentation est bien supérieure au cas
V = 0 et reste comprise entre celle d’un mono-dépôt de A et celle d’un mono-dépôt de B.
Pour V < 0, la fragmentation du co-dépôt est supérieure à la moyenne des fragmentations
des mono-dépôts pondérées par la concentration de la phase atomique et la formule (5.1)
n’est plus valide.
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. 6.4: Evolution de la fragmentation CT avec le taux de recouvrement θ à ∆µ = 1, 67τ. V < 0 :
Calcul exact (trait continu noir), approché à l’aide de la formule (5.1) (trait continu vert). V = 0
(pointillé). Mono-dépôt de A (tireté rouge) et mono-dépôt de B (tireté bleu). T = 500 K.
La courbe CT [θ] reste asymétrique. La figure 6.5 montre l’évolution de la position du
maximum de la courbe CT [θ] en fonction de ∆µ. L’asymétrie est plus importante que pour
V = 0. Elle reste relativement faible, et est maximale en ∆µ = τ valeur pour laquelle le
contraste chimique est maximal : l’asymétrie est reliée à la variation de la composition de la
phase atomique au cours du co-dépôt.
F
. 6.5: Evolution en fonction de ∆µ du taux de recouvrement correspondant à CT max (a) et
de CT max (b). CT max est le maximum de la courbe CT [θ] . (b) Résolution exacte (trait continu),
formule approchée (5.1) (tireté). T = 500 K.
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6.1.4 Composition de la phase atomique
L’influence de l’effet d’alliage sur les taux de recouvrement partiels (θA, θB) peut être
interprétée à partir de l’influence de V sur la concentration nominale des nanofils et sur la
distribution en taille des nanofils.
La figure 6.6 représente les trajectoires parcourues dans le plan (θA, θB). La concentration
nominale et la répartition chimique des atomes au sein d’un nanofil de taille donnée est
indépendante de la position sur une trajectoire donnée puisque ∆µ = cst. Rappelons que
la convexité des trajectoires parcourues dans le plan (θA, θB) s’explique par le contraste de
cmono− c∞ (les nanofils courts sont plus riches en l’espèce ségrégante que les nanofils longs) ;
lorsque le taux de recouvrement augmente, la taille moyenne des nanofils augmente ce qui
entraîne une diminution de la concentration de la phase atomique.
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. 6.6: Trajectoires d’un co-dépôt à ∆µ = cst dans le plan (θA, θB). ∆µ = 1, 19τ (violet),
∆µ = 1, 67τ (bleu), ∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 2, 33τ (orange), ∆µ = 2, 81τ (rouge). T = 500 K.
L’effet d’alliage qui a une influence limitée sur la distribution en taille des nanofils,
influence les trajectoire des co-dépôts principalement par l’intermédiaire du contraste de
composition chimique entre les petits et les grands nanofils. En conséquence, pour les faibles
valeurs de ∆µ, comme le contraste chimique cmono − c∞ est plus important pour le système
à V < 0 que pour le système V = 0, les trajectoires sont plus convexes pour l’alliage à
préférence homoatomique. A l’inverse, pour les fortes valeurs de ∆µ, la convexité est moins
forte. Ainsi pour obtenir une concentration de la phase atomique proche de 0, 5, il devient
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essentiel de paramétrer ∆µ en fonction du taux de recouvrement voulu.
La figure 6.6 permet de relier les taux de recouvrement partiels à la différence de poten-
tiel chimique et au taux de recouvrement. Pour relier les potentiels chimiques aux taux de
recouvrement partiels, il est nécessaire de connaître en plus l’isotherme θ [µB]. Nous allons
donc étudier cette isotherme dans le cas ∆µ = 1, 67τ (courbe bleue) qui permet d’observer
une variation importante de la concentration de la phase au cours du co-dépôt.
La figure 6.7 compare l’isotherme θ [µB] du co-dépôt avec celle du co-dépôt dans le cas
V = 0 et avec celles des mono-dépôts. L’augmentation de VAB joue sur l’effet synergétique
de deux manières :
• elle diminue l’entraînement entre les espèces A et B,
• elle augmente la fragmentation, ce qui conduit à l’augmentation de Dn et la gêne
stérique est amplifiée.
En conséquence, quel que soit µB, le taux de recouvrement d’un co-dépôt pour un alliage
à préférence homoatomique est plus faible que celui obtenu pour un alliage formant une
solution solide idéale. Aux faibles valeurs de µB, les isothermes du co-dépôt sont proches de
l’isotherme du mono-dépôt de A car la concentration des nanofils de petite taille est proche
de 1. Aux fortes valeurs de µB, la gêne stérique a une conséquence frappante puisque le taux
de recouvrement du co-dépôt est inférieur au taux de recouvrement du mono-dépôt de B.
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. 6.7: Evolution en fonction du potentiel chimique µB du taux de recouvrement θ (noir), et des
taux de recouvrements des deux mono-dépôts θA,p (rouge tireté) et θB,p (bleu tireté). VAB = −138
meV (pointillé), VAB = −108 meV (trait épais). T = 500 K.
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A haute température, une augmentation de VAB entraîne une augmentation (resp.
diminution) du contraste entre la concentration des monomères et celle d’un co-dépôt
complet si ∆µ < 2τ (resp. ∆µ > 2τ). La courbure des trajectoires des dépôts dans
le plan (θA, θB) est alors plus (resp. moins) importante.
La ségrégation n’induit pas une modification importante de la distribution en taille
des nanofils qui vérifie en première approximation une loi de puissance. Seules les
densités des monomères et des nanofils de très petite taille sont sensiblement su-
périeures aux résultats prédits par cette approximation. La relation 5.4 décrit assez
correctement la distribution en taille des nanofils à partir de (θ, CT ). L’asymétrie de
la courbe CT [θ] est légèrement plus importante pour l’alliage à préférence homoato-
mique. La fragmentation du co-dépôt augmente avec VAB. Cet effet est d’autant plus
important que la concentration de la phase atomique du co-dépôt est proche de 0, 5.
Une augmentation de VAB conduit également à une diminution de l’effet d’entraî-
nement et à une augmentation de la gêne stérique. Ainsi, aux fortes valeurs de µB,
le taux de recouvrement du co-dépôt est plus faible que le taux de recouvrement du
mono-dépôt de l’espèce la plus cohésive.
6.2 Basse température : vers l’observation de la bimo-
dalité
Nous avons montré qu’à basse température, la DEC d’un ensemble de nanofils de même
longueur n peut être bimodale (§ 3.2). Ainsi, pour une valeur de ∆µ et une température
bien choisies, l’ensemble des nanofils de longueur n présents au sein d’un co-dépôt sera
constitué principalement d’un mélange de nanofils purs A et de nanofils cœur coquille ou
Janus de faible concentration nominale. Ces nanofils étant en équilibre avec d’autres nanofils
de longueurs différentes, il est alors essentiel de répondre aux questions suivantes :
• est-ce que des nanofils de tailles différentes auront un comportement similaire
et présenteront un caractère bimodal ? Nous pouvons répondre partiellement à cette
question puisque nous avons montré que la bimodalité disparaît pour les très grands
nanofils. Ainsi la bimodalité ne peut être observée que pour une gamme de longueur
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qui reste à déterminer plus précisément.
• quelle est l’importance statistique de la population d’amas présentant un caractère
bimodal ? Il est possible que cette population soit très minoritaire et que le phéno-
mène de bimodalité soit très marginal. La détermination de la densité Cbi de nanofils
appartenant à cette population devrait permettre de répondre à cette question. Nous
étudierons également l’influence des paramètres énergétiques sur cette densité.
6.2.1 Etats de base
L’étude des états de base fournit des informations précieuses sur la microstructure d’équi-
libre à basse température. A T = 0 K la bimodalité est très marquée pour un nanofil de
longueur n lorsque la concentration nominale du nanofil est comprise entre 2/n et 1. Seules
deux configurations sont alors accessibles, et la bimodalité est en quelque sorte poussée à
l’extrême.
Nous avons montré qu’à l’état de base, la valeur de ∆µ pour laquelle il y a bimodalité
dépend de la taille du nanofil (Fig. 3.12). ∆µ étant une grandeur intensive, tous les nanofils à
l’équilibre ont les mêmes potentiels chimiques et il y a au maximum une taille de nanofil pour
laquelle la DEC est bimodale. Pour déterminer si ces amas sont nombreux nous étudions la
fragmentation du co-dépôt. Rappelons qu’à T = 0 K, une chaîne infinie présente une transi-
tion de phase [33, 91]. Or en présence d’une transition de phase, des états inaccessibles dans
l’ensemble GC sont accessibles dans l’ensemble canonique, il est donc nécessaire d’étudier
séparément les deux ensembles statistiques.
Dans l’annexe M, nous démontrons que dans l’ensemble p-GC, à l’état de base, le co-dépôt
est nécessairement pur en un élément (A, B ou L) selon le tableau suivant :
µA − VAA < 0⇒ lim
T→0
θA = 0 µA − VAA > 0⇒ lim
T→0
θL = 0
µB − VBB < 0
⇒ lim
T→0
θB = 0
lim
T→0
θL = 1 lim
T→0
θA = 1
µB − VBB > 0
⇒ lim
T→0
θL = 0
lim
T→0
θB = 1
µB−VBB>µA−VAA
lim
T→0
θB=1
µB−VBB<µA−VAA
lim
T→0
θA=1
TAB 6.1 : Etats de base du co-dépôt.
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Dans l’ensemble canonique, la chaîne n’est pas pure en un élément car les taux de recou-
vrement sont imposés. Pour minimiser l’énergie interne, les atomes sont regroupés en un seul
amas atomique de longueur infinie. Cet amas a une configuration cœur coquille si |V | < τ
et à une configuration de type Janus si |V | > τ .
Ainsi, à l’état de base, quel que soit l’ensemble statistique considéré, il n’y a pas de
bimodalité dans un co-dépôt sur une chaîne infinie car il n’y a alors qu’un seul amas atomique
de longueur infinie.
Cette étude de l’état de base met en évidence la difficulté pour observer dans un co-
dépôt la coexistence de nanofils de même taille avec des compositions chimiques différentes.
A l’échelle d’un ensemble d’amas de taille donnée, plus la température est faible, plus la
bimodalité est marquée (pour une valeur de ∆µ bien choisie). Mais à l’échelle d’un co-dépôt,
plus la température est faible plus la fragmentation est faible et moins il y a d’amas.
6.2.2 Basse température
Avant d’étudier la bimodalité, nous allons présenter les principales caractéristiques de
la microstructure d’équilibre du co-dépôt à basse température. La figure 6.8a montre que
les isothermes de composition des amas sont beaucoup plus raides à 150 K qu’à 500 K.
Cela accentue encore la différence de composition entre les petits et les grands amas. La
baisse de la température entraîne également une forte diminution de la fragmentation du
co-dépôt (Fig. 6.8b) puisque la fragmentation maximale passe d’une valeur proche de 0,14
pour T = 500 K à environ 0,035 pour T = 150 K. La variation de concentration de la phase
atomique d’un co-dépôt est donc plus forte à T = 150 K (Fig. 6.8c). Plus précisément, aux
faibles taux de recouvrement, la concentration de la phase atomique est plus importante à
basse température car le contraste chimique cmono − c∞ est plus important. La diminution
de la concentration de la phase atomique lorsque le taux de recouvrement augmente est plus
forte à basse température car la fragmentation est faible et rapidement il y a principalement
des grands amas.
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F
. 6.8: Evolution avec ∆µ de la concentration nominale cP[n,∆µ] des nanofils de longueur n à
T = 150 K (a). Lignes de niveau de la fragmentation CT d’un co-dépôt dans le plan (θA, θB) à
T = 150 K (b). Evolution avec le taux de recouvrement de la concentration de la phase atomique
du co-dépôt (c). (a) n = 1 (gris), n = 5 (noir fin), n→ +∞ (noir épais). Les lignes tiretés verticales
permettent de repérer les valeurs de ∆µ correspondant à des valeurs de concentration c∞ données.
(b) Plus le co-dépôt est fragmenté plus la couleur est claire. (c) T = 500 K (tireté), T = 150 K
(continu). c∞ = 1/6 (violet), c∞ = 1/3 (bleu), c∞ = 1/2 (vert), c∞ = 2/3 (orange), c∞ = 5/6
(rouge).
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6.2.3 Tailles présentant un caractère bimodal
Comme nous l’avons déjà noté, dans un mode de déposition à ∆µ constant, la concen-
tration nominale et la répartition chimique au sein des nanofils ne dépendent pas du taux de
recouvrement. Nous étudions en détail le cas∆µ = 1, 95τ pour lequel c∞ = 1/6. Nous souhai-
tons déterminer les tailles de nanofils pour lesquelles la DEC est bimodale. Nous considérons
qu’une DEC est bimodale s’il y a deux maximums et si chacun des deux modes représente
au moins 10% des configurations. La figure 6.9 présente les distributions en concentration
pour différentes tailles de nanofils. Nous voyons que la DEC pour des nanofils de 30 atomes
présente bien deux maximums mais le mode pur A est négligeable. Le mode de basse concen-
tration est un mélange de configurations cœur coquille, Janus et de configurations dégénérées
(Fig. 6.9a). Pour des amas plus petits (Fig. 6.9b et c), il y a bien bimodalité. Plus la taille
considérée est petite, plus le poids statistique des configurations dégénérées est faible. Le
poids statistique de la configuration pure A augmente lorsque n diminue. Pour les chaînes
très courtes (Fig. 6.9d), la concentration moyenne est proche de 1, la DEC ne présente plus
deux maximums et il n’y a plus de bimodalité.
Ainsi la gamme de taille où la DEC présente un caractère bimodal est relativement
restreinte (10 ≤ n ≤ 19) car la concentration nominale des nanofils dépend de n, les chaînes
courtes sont riches en A alors que les chaînes longues sont riches en B.3
6.2.4 Importance de la bimodalité à l’échelle du co-dépôt
On peut se demander si la population de nanofils dont la longueur est comprise entre 10
et 19 est suffisament importante pour pouvoir être observée ? Pour répondre à cette question
nous calculons la densité d’amas dont la DEC est bimodale Cbi =
19∑
n=10
Cn, et le taux de
recouvrement θbi =
19∑
n=10
nCn occupé par cette population.
La figure 6.10 présente les courbes Cbi [θ] et θbi [θ]. La population bimodale est assez peu
représentée puisque la valeur maximale de Cbi est inférieure à 10
−3, mais elle n’est néanmoins
3Dans l’annexe G nous montrons que pour un système ayant une faible valeur de τ , la variation de la
concentration nominale des nanofils avec la taille est beaucoup plus faible. Il est ainsi possible d’avoir une
gamme de taille bimodale beaucoup plus grande.
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pas négligeable. En θ = 0, 2, près d’un site sur 100 de la chaîne est occupé par un nanofil
appartenant à cette population qui contient alors 5% des atomes du co-dépôt.
F
. 6.9: DEC à ∆µ = 1, 95τ (soit c∞ = 1/6) pour n = 30 (a), n = 19 (b), n = 10 (c) et n = 7 (d).
Configuration pure A (rouge), configuration pure B (bleu), configuration cœur coquille (orange),
configuration janus (vert), autre (noir). T = 150 K
F
. 6.10: Evolution de Cbi =
19∑
n=10
Cn (a) et de θbi =
19∑
n=10
nCn (b) en fonction du taux de
recouvrement θ. T = 150 K, ∆µ = 1, 95τ .
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A faible température la cohésion atomique est très forte et il y a alors relativement peu
d’amas de petite taille présentant un caractère bimodal.
6.2.5 Influence de T et de ∆µ
Notons que nous avons considéré jusqu’à présent des valeurs de T et de ∆µ données.
Une modification de ces paramètres entraîne une modification à la fois de la gamme de
taille bimodale et de la fragmentation du co-dépôt et donc de la possibilité d’observer des
configurations bimodales. Une étude détaillée de l’influence de ces paramètres n’a pas été
réalisée dans le cadre de cette thèse, mais tous les outils nécessaires pour le faire ont été
développés. Le diagramme de bimodalité (§ 3.2.6) permet de déterminer la gamme de taille
bimodale quelle que soient les valeurs de T et de ∆µ. Le calcul de la distribution en taille
permet ensuite de déterminer la densité de population bimodale.
Nous pouvons dégager les tendances suivantes :
• à haute température, il n’y a pas de bimodalité. A l’état de base, la bimodalité
se restreint à une seule taille d’amas. Il y a donc nécessairement une température
intermédiaire pour laquelle la gamme de taille bimodale sera la plus large possible. A
basse température, la fragmentation du co-dépôt est faible ce qui limite la densité de
population bimodale.
• une augmentation de ∆µ entraîne une augmentation de la concentration nominale
des nanofils. Les petits nanofils riches en A, s’enrichissent encore et deviennent qua-
siment purs A. Les grands nanofils pauvres en A, s’enrichissent et leur concentration
se rapproche de 0, 5. Or la bimodalité est marquée pour des concentrations proches de
0, 5. Une augmentation de ∆µ entraîne donc un décalage vers les grandes tailles de la
gamme de taille bimodale ;
Dans le co-dépôt le principal phénomène qui limite la densité de population bimodale est
la cohésion atomique. On étudie donc dans le paragraphe suivant l’influence du paramètre
énergétique K qui gouverne la cohésion atomique.
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6.3 Influence de K sur l’importance de la bimodalité
Nous considérons plusieurs systèmes ayant les mêmes valeurs de V et τ que précédemment
mais avec des cohésions atomiques différentes. V et τ étant constants, la composition et
la répartition chimique des atomes dans un amas de taille donnée sont indépendantes du
système considéré et dépendent uniquement de la différence de potentiel chimique ∆µ.
Nous considérons les systèmes suivants :
• K1 = −308 meV, VAA = −277 meV, VBB = −369 meV, VAB = −293 meV. Ces
paramètres permettent de simuler un co-dépôt d’argent (espèce A) et de cuivre (espèce
B) [92, 40].
• K2 = −123 meV, VAA = −92 meV, VBB = −184 meV, VAB = −108 meV (valeurs
du système étudié jusqu’à présent).
• K3 = −31 meV, VAA = −0 meV, VBB = −92 meV, VAB = −16 meV. Ces
paramètres permettent de minimiser la cohésion atomique sans avoir d’interactions
atomiques repulsives.
Nous nous plaçons à T = 150 K. La figure 6.11 présente les lignes de niveau de la densité
totale d’amas dans le plan (θA, θB) pour le système le plus cohésif et pour le système le
moins cohésif. Plus un système est cohésif, moins il y a de nanofils, et plus la taille moyenne
des nanofils présents sera grande. A cette température, il y a plus de 4 ordres de grandeur
de différence entre les densités totale d’amas des deux systèmes.
Pour un système à forte cohésion, même pour des très faibles valeurs de θ, la taille
moyenne des nanofils déposés est grande et la concentration de la phase atomique du co-
dépôt est proche de la composition d’une chaîne infinie car la composition des nanofils longs
est proche de la composition d’une chaîne entièrement recouverte (θ = 1). La concentration
de la phase atomique d’un co-dépot à ∆µ = cst varie très peu avec le taux de recouvrement
(sauf pour les très très faibles valeurs de θ) et la trajectoire du co-dépôt dans le plan (θA, θB)
est quasiment linéaire (Fig. 6.12). Moins un système est cohésif, moins il y a de nanofils
longs, et plus la composition de la phase atomique pour un taux de recouvrement donné sera
éloignée de celle du co-dépôt à θ = 1. En conséquence, moins un système est cohésif, plus le
co-dépôt suit une trajectoire convexe (Fig. 6.12).
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F
. 6.11: Lignes de niveau de la fragmentation CT d’un co-dépôt dans le plan (θA, θB) pour le
système le plus cohésif (K1 = −308 meV) (a) et le système le moins cohésif (K3 = −31 meV) (b).
Plus le co-dépôt est fragmenté plus la couleur est claire.
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F
. 6.12: Trajectoires d’un co-dépôt à ∆µ = cst dans le plan (θA, θB). ∆µ = 1, 95τ (violet),
∆µ = 1, 98τ (bleu), ∆µ = 2τ (vert), ∆µ = 2, 02τ (orange), ∆µ = 2, 05τ (rouge). Système le plus
cohésif (K1 = −308 meV) (continu), système intermédiaire (K2 = −123 meV) (tireté), système le
moins cohésif (K3 = −31 meV) (pointillé). T = 150 K.
La figure 6.13 présente l’évolution avec K de la valeur maximale de la densité de popu-
lation bimodale (Fig. 6.13a) et du taux de recouvrement correspondant (Fig. 6.13b) pour
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∆µ = 1, 95τ et à T = 150 K.4 Moins un système est cohésif, plus la densité maximale d’amas
bimodaux est importante et plus cette densité maximale est obtenue pour des forts taux de
recouvrement. La limite asymptotique aux fortes cohésivités vaut : Cmaxbi = cst × eβK , ce
qui montre que la densité d’amas bimodaux dépend fortement du paramètre K. Ainsi, à
T = 150 K, pour le système CuAg pour lequel K = K1 = −308 meV , la densité maximale
d’amas de taille présentant un caractère bimodal est inférieure à 10−8 ce qui est négligeable.
La bimodalité peut s’observer pour un co-dépôt seulement pour des alliages ayant une
faible cohésivité (i.e. K proche de 0).
F
. 6.13: Evolution avec K de la valeur maximale de la densité de population bimodale Cmaxbi
=
19∑
n=10
Cn (a) et du taux de recouvrement correspondant θ [C
max
bi ] (b) à ∆µ = 1, 95τ . T = 150 K.
6.4 A la recherche de la bimodalité
La section 6.3 nous a permis de montrer que dans le cas d’un alliage Cuivre Argent,
le phénomène de bimodalité sera très difficile à observer à l’équilibre dans un co-dépôt car
il y a alors trop peu d’amas de petite taille. Dans cette section, nous nous proposons de
donner les grandes tendances concernant l’influence des différents paramètres τ , |V |, |K| et
4Rappelons que pour ces valeurs de τ , V et ∆µ, la DEC présente un caractère bimodal pour 10 ≤ n ≤ 19
(Fig. 6.9).
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T sur le phénomène de bimodalité. Nous montrons que cette influence dépend de l’échelle
d’observation.
Les diagrammes de bimodalité définissent en fonction de la température et de la concen-
tration nominale s’il y a bimodalité ou non pour des amas de taille n et caractérisent donc ce
phénomène à l’échelle d’un ensemble d’amas de même taille n. La colonne "bimodalité pour
un ensemble d’amas de taille n" du tableau 6.2. traduit l’influence des paramètres sur ces
diagrammes. Une augmentation de τ conduit à une légère diminution de la température li-
mite de bimodalité pour les petits nanofils (§3.2.7) et favorise donc la bimodalité. Nous avons
également montré que V est le paramètre moteur de la bimodalité, ainsi, plus V est négatif,
plus ce phénomène est marqué. Une diminution de la température se traduit quand à elle
par une augmentation des effets de τ et V et favorise donc la bimodalité pour une concen-
tration donnée. Notons enfin que le paramètre K n’a aucune influence sur le phénomène de
bimodalité à l’échelle d’un ensemble d’amas de même taille.
La température limite de bimodalité diminue avec une augmentation de n (§3.2.8) et
lorsqu’il y a coexistence d’amas de différentes longueurs, la bimodalité ne peut être observée
que pour les amas de petite taille. De plus, la ségrégation induit un enrichissement des petits
nanofils en l’espèce la moins cohésive de sorte que la concentration des petites chaînes peut
être trop importante et se situer à l’extérieur de la zone de bimodalité du diagramme. Seuls
des nanofils de tailles intermédiaires présentent une coexistence entre des configurations de
forte et de faible concentrations. Une augmentation de τ amplifie la différence de concentra-
tion entre les petits et les grands amas et diminue la gamme de taille présentant un caractère
bimodal.
Enfin, à l’échelle du co-dépôt, il est essentiel de savoir s’il y a beaucoup d’amas de taille
bimodale. Nous avons montré que dans le cas d’un alliage Cuivre Argent, il y a très peu
d’amas de taille intermédiaire aux températures pour lesquelles le phénomène de bimoda-
lité est observable pour ses amas. Plus un alliage a une valeur de |K| grande ou plus la
température est faible, moins il y a de petits amas.
Une diminution de la température favorise la bimodalité pour un amas de taille n, mais
diminue la densité de ces amas dans le co-dépôt. Une étude précise doit être réalisée pour
déterminer pour un alliage donné la température optimale pour l’observation de la bimodalité
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dans un co-dépôt.
bimodalité pour
un ensemble
d’amas de taille n
gamme de taille présentant
un caractère bimodal
densité d’amas
de petite taille
ր τ ր pour
les petits amas
րր variation de cn avec n
=⇒
ցց gamme de n bimodale
effet faible
qui dépend
de (θA, θB)
ր |V | րրր
paramètre moteur
pas étudié ici
effet faible
qui dépend
de (θA, θB)
ր |K| aucun effet aucun effet ցցց Cbi
ր T
ցցց effets τ et V
=⇒
ցցց bimodalité
ցցց effets τ et V րրր Cn
petits amas
TAB. 6.2 : Synthèse de l’influence des paramètres sur la bimodalité.
6.5 Conclusion
L’ensemble des chapitres précédents nous ont permis d’isoler les aspects liés à la ségré-
gation à l’échelle d’un nanofil, d’un ensemble de nanofils et d’un co-dépôt. Dans ce chapitre,
nous avons montré qu’à haute température le phénomène de ségrégation n’a qu’une inci-
dence relativement faible sur la distribution en taille des amas même lorsque l’alliage est
à préférence homoatomique. La distribution en taille peut alors être estimée précisément à
partir de la fragmentation CT et du taux de recouvrement θ et le comportement du co-dépôt
est similaire au cas d’un alliage formant une solution solide.
A basse température, nous avons montré qu’à l’échelle d’un ensemble de nanofils de
même taille n les corrélations chimiques entre les sites induites par l’effet d’alliage per-
mettent la coexistence de configurations très différentes si n est suffisament petit et pour des
concentrations nominales relativement proche de 0, 5. Dans un co-dépôt où tous les nanofils
indépendamment de leur taille sont soumis au même ∆µ, la bimodalité pour des nanofils de
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taille donnée devient difficile à observer pour deux raisons :
• à basse température, la cohésivité atomique est particulièrement renforcée et il y a
très peu de nanofils courts,
• les nanofils étant en équilibre les uns avec les autres, leur concentration dépend de
leur taille de sorte que les nanofils courts sont quasiment purs en l’espèce ségrégeante
alors que les nanofils longs sont riches en l’autre espèce. La bimodalité n’est alors
observable que pour une petite gamme de taille.
Le pendant de la bimodalité observée à l’échelle d’un ensemble d’amas de taille n devient
donc à l’échelle d’un co-dépôt un équilibre entre des petites chaînes riches en l’élément
ségrégeant et des grandes chaînes riches en l’autre élément. Les principaux résultats sont
résumés dans le tableau 6.2, qui peut servir de guide pour des expériences visant à observer
la coexistence de fils de configurations chimiques différentes.
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Dans ce travail consacré aux nanofils bimétalliques nous avons exploré l’influence de la
longueur du nanofil sur la ségrégation dans trois ensembles statistiques :
• l’ensemble canonique qui permet de décrire le comportement d’un nanofil isolé d’une
longueur donnée, dont la concentration nominale est fixée ;
• l’ensemble p-GC qui donne accès au comportement d’une collection de nanofils de
même longueur, en équilibre mutuel ou avec un réservoir ;
• l’ensemble GC qui correspond à une collection de nanofils de longueurs variées, en
équilibre mutuel ou avec un réservoir.
Nous avons utilisé un modèle d’Ising sur réseau dont les paramètres énergétiques τ (lié
à la différence des énergies de bord ou de cohésion) et V (énergie d’interactions de paire
d’alliage) ont été choisis pour reproduire les principales caractéristiques du système Cu-Ag
[40]. Dans ce cas τ est positif (conduisant à la ségrégation de l’argent en bord) et V négatif
(alliage à tendance à former des liaisons homoatomiques). Pour étudier séparément l’effet de
cohésion (gouverné par τ) nous avons tout d’abord considéré un alliage formant une solution
solide idéale (V nul) tout en ayant la même valeur de τ .
Nous avons développé un formalisme exact pour décrire la répartition chimique des deux
constituants de l’alliage au sein d’un nanofil dans les ensembles canonique et p-GC (§ 1)
et d’un co-dépôt dans l’ensemble GC (§ 4). Tous les résultats ont été validés à l’aide de
simulations Monte Carlo qui n’ont pas été présentées ici, dans le but d’alléger le manuscrit.
De même nous avons privilégié les résultats exacts aux résultats issus de l’approximation de
champ moyen de type Bragg-Williams.
Nous avons tout d’abord montré que les ensembles canonique et p-GC ne sont pas équiva-
lents pour un nanofil dans le cas d’un alliage formant une solution solide idéale (V = 0). La
différence entre les grandeurs d’équilibre issues des deux ensembles est d’autant plus grande
que la longueur du nanofil est petite.
Lorsque V = 0, seuls les deux sites de bord du nanofil sont le siège d’une ségrégation en
l’un des éléments, tous les autres sites ayant même concentration. Dans l’ensemble p-GC où
200
la concentration nominale fluctue, tous les sites sont décorrélés. En revanche, dans l’ensemble
canonique, la dimension finie et la contrainte de composition induisent des corrélations chi-
miques d’occupation des sites qui favorisent les paires hétéroatomiques. La concentration
d’interface AB est donc plus importante dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble p-
GC dans toute la gamme de concentration. On peut noter que le calcul en champ moyen
donne le même résultat pour les deux ensembles thermodynamiques, résultat similaire à ce-
lui obtenu par le calcul exact dans l’ensemble p-GC. Du fait que l’approximation de champ
moyen ne prend pas en compte les corrélations d’occupation, elle ne peut prétendre conduire
à des résultats exacts pour la chaîne finie dans l’ensemble canonique, même pour une solution
solide idéale. En revanche, dans l’ensemble p-GC, les corrélations n’existant plus du fait des
fluctuations de concentration nominale, le calcul en champ moyen devient alors exact.
La présence des corrélations chimiques dans l’ensemble canonique conduit à des iso-
thermes c [∆µ] et cp [∆µ] plus raides et à une ségrégation plus forte qu’en p-GC. Pour
quantifier l’écart entre les deux ensembles pour une grandeur d’équilibre, nous avons uti-
lisé la méthode Delta, qui n’est rien d’autre qu’un développement au second ordre d’une
fonction d’une variable aléatoire autour de sa valeur moyenne. On montre ainsi que l’écart
observé entre les isothermes des deux ensembles est d’autant plus grand que l’amplitude
des fluctuations de la concentration nominale dans l’ensemble p-GC est grande et que la
courbure de l’isotherme canonique (en valeur absolue) est importante. Plus la longueur du
nanofil est grande, plus la variance des fluctuations est faible. L’évolution de la courbure avec
la longueur du nanofil dépend de la grandeur considérée et de la concentration nominale.
Dans tous les cas, la diminution de la variance l’emporte, ce qui conduit à une diminu-
tion de l’écart entre les ensembles ; ainsi, à la limite thermodynamique, les deux ensembles
deviennent équivalents.
Nous avons étendu ces résultats pour un alliage à tendance à la démixtion. Les sites de
cœur des nanofils ne sont alors plus équivalents, l’effet d’alliage conduisant à un étalement du
profil de concentration. Les résultats obtenus à haute température confirment ceux obtenus
pour un alliage formant une solution solide idéale : les deux ensembles sont inéquivalents
pour les petites tailles de nanofil et la ségrégation est plus forte dans l’ensemble canonique
que dans l’ensemble p-GC. Il est là encore possible de quantifier la différence entre les deux
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ensembles pour une grandeur d’équilibre à l’aide de la formule Delta.
L’effet d’alliage, gouverné par les interactions d’alliage V , conduit à des corrélations chi-
miques entre les sites dans l’ensemble p-GC. Les susceptibilités, qui permettent de quantifier
ces corrélations, sont positives, du fait que les paires homoatomiques sont favorisées. Dans
l’ensemble canonique, la contrainte de conservation de la composition nominale s’oppose à
cet effet et la présence d’un atome de nature donnée sur un site favorise (resp. défavorise) la
présence d’atomes de même nature sur les sites proches (resp. éloignés). De plus, les suscep-
tibilités sont plus faibles (en valeur absolue) dans l’ensemble canonique qu’en p-GC. Quel
que soit l’ensemble, l’approximation de champ moyen n’est pas exacte, puisqu’elle néglige
les corrélations chimiques qui sont non nulles. Les susceptibilités étant moins importantes
dans l’ensemble canonique, le champ moyen donne des résultats plus proches des résultats
exacts de l’ensemble canonique que de l’ensemble p-GC, contrairement au cas V = 0.
A basse température, l’écart entre les ensembles est encore plus important. Dans l’en-
semble p-GC, les isothermes sont continues et monotones, ce qui n’est pas surprenant puisque
la température critique de la chaîne infinie est nulle. Dans l’ensemble canonique, l’isotherme
discrète est plus raide que l’isotherme p-GC et présente un « point de retour », c’est-à-dire
une pente négative. Du fait de la taille finie, la DEC est bimodale à basse température dans
l’ensemble p-GC. Dès lors, l’application directe de la formule Delta ne permet plus de quan-
tifier l’écart entre les deux ensembles, car il n’est plus possible de décrire la DEC à l’aide
d’une fonction gaussienne.
Les états de base se sont révélés très utiles pour interpréter les isothermes et les profils
de concentration à l’aide des configurations. Dans l’ensemble canonique, lorsque l’effet de
cohésion l’emporte (τ > |V |), l’état de base correspond aux configurations cœur-coquille
(CC) qui donnent lieu à un profil d’amortissement linéaire. Une élévation de température
fait apparaître le premier état excité composé de configurations Janus. Dans l’ensemble p-
GC, la DEC est bimodale, ce qui signifie qu’il y a coexistence de deux modes. Le mode basse
concentration est composé de configurations CC + Janus. Le second mode correspond à un
nanofil pur en A, i.e. l’élément ségrégeant aux bords. Les caractéristiques du premier mode
dépendent à la fois de la température et de la concentration nominale. Une augmentation
de la température provoque un élargissement du mode basse concentration, ce qui conduit
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à un profil de concentration convexe.
La bimodalité de la DEC dans l’ensemble p-GC est une réminiscence de la transition de
phase d’un système infini pour un alliage à tendance à la démixtion, l’équivalent dans l’en-
semble canonique étant le « point de retour » de l’isotherme. L’utilisation d’un formalisme
exact nous a permis d’établir le lien direct entre la forme de l’isotherme dans l’ensemble
canonique et la DEC de l’ensemble p-GC. Ainsi la DEC en p-GC ne peut être bimodale que
lorsque l’isotherme dans l’ensemble canonique présente un « point de retour ».
A partir des isothermes dans l’ensemble canonique, nous avons déterminé un diagramme
de bimodalité qui définit le domaine de concentration nominale et de température pour
lequel la DEC dans l’ensemble p-GC est bimodale. Ce diagramme dépend de la longueur
des nanofils. Ainsi, pour une collection de « grands » nanofils, nous avons montré qu’il
n’y a pas de bimodalité et les nanofils sont principalement dans des configurations excitées.
La "température critique" (i.e. la température maximale à laquelle la bimodalité peut être
observée) diminue lorsque la longueur du nanofil augmente. Ceci conduit à une "température
critique" nulle pour une chaîne infinie.
L’étude d’un co-dépôt unidimensionnel inférieur à la mono-couche nous a permis de
considérer l’influence de la ségrégation sur un ensemble de nanofils de longueurs différentes.
Les nanofils bimétalliques sont délimités par la présence de nanofils de lacunes. Le système
considéré peut ainsi être vu comme un alliage ternaire unidimensionnel infini. Pour carac-
tériser l’équilibre, il faut connaître la composition chimique des nanofils atomiques, leurs
distributions en taille et la distribution en taille des nanofils lacunaires.
Nous nous sommes attachés à établir le lien entre la composition des nanofils et la dis-
tribution en taille dans l’ensemble grand canonique. La description en amas utilisée dans
la théorie classique de germination permet de gérer la compétition entre l’entropie de gaz
d’amas et l’entropie configurationnelle. Lorsqu’on impose des potentiels chimiques µA et µB
pour les deux constituants du co-dépôt dans l’ensemble GC, les nanofils atomiques sont en
équilibre avec un réservoir à ∆µ = µA−µB. La composition chimique des nanofils atomiques
est donc celle obtenue précédemment pour l’ensemble p-GC. La distribution en taille Cn
est reliée à la fonction de partition ZPn d’un nanofil de taille n et à la densité d’espace Dn
permettant d’incorporer un nouveau n-mère dans le système. A 1D, on montre à l’aide de
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calculs combinatoires que Dn s’exprime en fonction de la densité totale de nanofils et du
taux de recouvrement qui sont tous deux déduits de la distribution en taille. L’approche en
amas permet une caractérisation complète du co-dépôt dans l’ensemble GC. Nous montrons
que la CVM permet d’obtenir simplement les grandeurs macroscopiques d’équilibre, aussi
bien dans l’ensemble canonique que dans l’ensemble GC.
Dans un premier temps, nous avons étudié un co-dépôt pour un alliage formant une
solution solide idéale. On se place dans le cas particulier où ∆µ est constant, ce qui peut
être réalisé expérimentalement par voie électrochimique via la tension de l’électrode. La
composition chimique des nanofils est donc celle décrite dans le chapitre 2 pour l’ensemble
p-GC. Pour une valeur de ∆µ donnée, la concentration des sites de bord et celle des sites de
cœur est la même, quelle soit la longueur du nanofil ; seule la concentration nominale varie.
Les petits nanofils sont plus riches en l’espèce ségrégeante que les longs, car la proportion de
sites de bord y est plus grande. Cette hétérogénéité chimique conduit aux résultats suivants :
• la fragmentation du co-dépôt est plus (resp. moins) importante que celle du mono-
dépôt de l’espèce la plus (resp. moins) cohésive ; elle est proche de la moyenne pondérée
des fragmentations des 2 mono-dépôts, la pondération étant donnée par concentrations
relatives des constituants du co-dépôt ;
• la distribution en taille d’amas vérifie une loi de puissance en n sauf pour les
monomères ;
• la symétrie atome / lacune d’un mono-dépôt est brisée par la présence d’un second
élément, cette asymétrie étant principalement visible pour les monomères.
Pour un alliage à préférence homoatomique, la microstructure du co-dépôt à haute tem-
pérature est similaire à celle pour l’alliage formant une solution solide idéale. A basse tem-
pérature, nous avons focalisé l’étude sur la recherche de conditions optimales pour observer
la coexistence de nanofils de même taille et de composition différente sur une plage de taille
la plus étendue possible. En effet la bimodalité est difficile à observer dans un co-dépôt à
basse température pour deux raisons :
• la ségrégation induit une variation importante de la composition des nanofils avec
la taille et la gamme de taille présentant une bimodalité est limitée car la bimodalité
est observable pour des concentrations proches de 0, 5 ;
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• à faible température, il y a très peu de nanofils courts. Nous avons montré que pour
un alliage CuAg, la densité de la population d’amas présentant un caractère bimodal
est inférieure à 10−8.
Cette étude théorique a permis de synthétiser l’influence des paramètres énergétiques sur
la microstructure d’équilibre.
A l’issue de ce travail, il reste de nombreuses questions sur la nature du diagramme de
phase d’une nanoparticule de petite taille pour un système à tendance à la démixtion. Par
diagramme de phase d’une nanoparticule, il faut entendre diagramme de phases des diffé-
rentes entités qui la composent, à savoir sommets, arêtes, facettes de différentes orientations
et couches de cœur successives. Si les isothermes de ségrégation pour ces différentes entités
sont suffisamment écartées les unes des autres (ce qui revient à dire que les différences des
enthalpies de ségrégation sur les différents sites sont grandes devant kBT ), on peut considé-
rer que les arêtes forment un ensemble de chaînes finies en coexistence, mais non couplées
par des interactions directes ; de même les facettes de chaque orientation cristallographique
forment un ensemble d’amas 2D en coexistence, mais non couplés directement.
Ceci nous conduit à proposer une étude prolongeant celle-ci, qui s’attacherait à augmenter
la dimension des objets considérés : amas ou ensemble d’amas 2D, puis couche mince ou
ensemble de couches minces d’épaisseur fixée. Une étude en fonction de l’épaisseur conduira
à un parallèle très intéressant avec l’étude de la chaîne en fonction de sa longueur. Citons
comme question intrigante le fait que nous avons trouvé que la température critique pour la
bimodalité de la DEC des chaînes augmente quand la taille diminue, alors que des premiers
résultats concernant les couches minces ont conduit à une diminution de la température
critique quand l’épaisseur diminue. La compréhension de cette inversion devrait se révéler
très fructueuse et permettre de distinguer ce qui est propre aux objets de petite taille de ce
qui est spécifique aux objets 1D.
Remarquons de plus qu’une couche mince peut également avoir des dimensions finies
dans les plans parallèles à sa surface. On peut alors la considérer comme un ensemble de n
chaînes de longueur égale à l’épaisseur de la couche, n étant égal au nombre d’atomes par
plan parallèle à la surface. En considérant un modèle d’interaction anisotrope permettant
de moduler les interactions entre chaînes, tout en considérant une interaction intrachaîne
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constante, on peut passer continûment d’un ensemble de chaînes non couplées à un ensemble
de chaînes fortement couplées. On pourra dès lors analyser en fonction du nombre de chaînes
et de l’importance de leur couplage :
• l’évolution entre l’isotherme d’une chaîne isolée avec son « point de retour » (en-
semble canonique), l’isotherme de n chaînes avec fort couplage direct qui doit présenter
des boucles de germination (ensemble canonique pour une couche mince isolée) et l’iso-
therme de n chaînes non couplées qui a un caractère monotone (ensemble p-GC) ;
• l’évolution des propriétés des modes définis pas les DEC, avec leur dépendance ou
non avec la concentration nominale et leur convergence vers les limites de solubilité
des alliages massifs.
Cette étude sur réseau permettra de donner des bases plus solides aux études sur la ther-
modynamique des nanoalliages prenant en compte les relaxations atomiques. Dans ce cas,
la variation des interactions d’alliage entre les différentes sites de la coquille, ainsi que la
présence d’effets élastique variant eux-mêmes avec la taille de la particule, ont vite fait d’in-
duire des conclusions hâtives, voire erronées, sur les effets de taille finie en thermodynamique
statistique.
Une autre perspective consiste à s’orienter vers l’étude des cinétiques de co-déposition.
L’étude de la microstructure d’équilibre d’un co-dépôt constitue alors une étape préliminaire
indispensable pour aborder la modélisation de ces cinétiques.
Dans le cas d’un monodépôt, l’étude à 1D s’est révélée très riche, car cela a permis
d’obtenir une formule exacte pour les zones d’exclusion et leur recouvrement et d’en proposer
une généralisation à 2D [86]. Le formalisme de la dynamique d’amas a ainsi été étendu à toute
concentration, alors qu’il n’était principalement utilisé jusqu’ici que dans les limites diluées.
L’étude du cas unidimensionnel a conduit à la prise en compte des processus de coagulation
/ fragmentation, qui est étroitement liée à la modélisation précise du recouvrement des zones
exclues. En intégrant de plus les phénomènes de fragmentation / coagulation d’amas dans
les équations de la dynamique d’amas, un parfait accord a été obtenu sur toute la plage de
concentration entre simulations atomistiques (Monte Carlo Cinétique) et Dynamique d’amas
(DA) pour les cinétiques pilotant la microstruture à 1D. De plus, à 1D, la description en amas
est en fait strictement équivalente à une description de l’ordre local dans l’approximation de
206
paire, qui se révèle exacte pour le modèle d’Ising en premiers voisins et qui a permis de faire
la connexion entre la dynamique d’amas et les descriptions de type CVM (Cluster Variation
Method) / PPM (Path Probability Method).
Nous proposons donc de poursuivre cette étude dans le cas de la croissance d’un co-dépôt.
La comparaison entre les simulations atomistiques (Monte Carlo Cinétique) et la Dynamique
d’amas à 1D devrait permettre d’améliorer les approximations thermodynamiques qui ont
été utilisées jusqu’à présent dans la DA pour décrire les phénomène de précipitation, afin
d’atteindre le même niveau de précision que pour les systèmes monodépôts.
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Dans cette annexe, nous déterminons la fonction de partition de l’ensemble p-GC. Dans
un premier temps pour simplifier, nous prenons comme référence énergétique l’énergie d’une
lacune et non plus l’énergie d’un nanofil pur B. Considérons un nanofil de longueur n dont
le dernier atome est un atome A et dont l’énergie interne est connue et vaut H
P[n]
A . L’ajout
d’un atome A (resp. B) à l’extrémité de ce nanofil à la suite de l’atome A créé une nouvelle
liaison AA (resp. AB) et l’énergie interne de ce nouveau nanofil (de longueur n+ 1) vaut :
HP[n+1]AA = H
P[n]
A + VAA − µA (resp. HP[n+1]AB = HP[n]A + VAB − µB). De la même manière,
H
P[n+1]
BA = H
P[n]
B + VAB − µA et HP[n+1]BB = HP[n]B + VBB − µB. Nous voyons que le gain
d’énergie apporté par l’ajout d’un atome supplémentaire ne dépend que de la nature de
l’atome précédent.
Soit Z
P[n]
pn=1 (resp. Z
P[n]
pn=0) la fonction de partition d’un amas de longueur n dont le dernier
site est occupé par un atome A (resp. B).
Nous souhaitons maintenant déterminer Z
P[n+1]
pn=1 la fonction de partition d’un amas de
longueur n+1 dont le dernier site est occupé par un atomeA. En notant que le site n peut être
occupé soit par un atome A soit par un atome B, cette fonction de partition peut être reliée
aux fonctions de partition Z
P[n]
pn=1 et Z
P[n]
pn=0 d’un nanofil de longueur n par la relation suivante :
Z
P[n+1]
pn+1=1 = Z
P[n]
pn=1e
−H
P[n+1]
AA
−H
P[n]
A
kBT + Z
P[n]
pn=0e
−H
P[n+1]
BA
−H
P[n]
B
kBT . Une relation similaire existant pour
déterminer Z
P[n+1]
pn+1=0
, nous exprimons Z
P[n+1]
pn+1=1
et Z
P[n+1]
pn+1=0
en fonction de Z
P[n]
pn=1 et Z
P[n]
pn=0 à l’aide
d’une écriture matricielle : ZP[n+1]pn+1=1
Z
P[n+1]
pn+1=0
 =
 e−VAA+µBkBT e−VAB+µAkBT
e
−VAB+µB
kBT e
−VBB+µB
kBT
 ZP[n]pn=1
Z
P[n]
pn=0
 . (A.1)
En reprenant pour référence énergétique, l’énergie interne d’un nanofil pur B, l’expression
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précédente devient : ZP[n+1]pn+1=1
Z
P[n+1]
pn+1=0
 =
 e−2τ+∆µkBT eV−τ+∆µkBT
e
V−τ
kBT 1
 ZP[n]pn=1
Z
P[n]
pn=0
 . (A.2)
En appliquant n − 1 fois la relation (A.2), nous pouvons exprimer ZP[n]pn=1 et ZP[n]pn=0 en
fonction de Z
P[n=1]
pn=1 et Z
P[n=1]
pn=0 . En notant que Z
P[n=1]
pn=1 (resp. Z
P[n=1]
pn=0 ) est la fonction de
partition d’un atome de A (resp. B) isolé dont l’énergie vaut−∆µ (resp 0), nous en déduisons
Z
P[n=1]
pn=1 = e
−∆µ
kBT (resp. Z
P[n=1]
pn=0 = 1). Nous obtenons alors :
 ZP[n]pn=1
Z
P[n]
pn=0

 =

 e−2τ+∆µkBT eV−τ+∆µkBT
e
V−τ
kBT 1

n−1

 e ∆µkBT
1

 . (A.3)
Il est alors possible de diagonaliser la matrice : ZP[n]pn=1
Z
P[n]
pn=0
 = PΛn−1P−1
 e ∆µkBT
1
 , (A.4)
avec Λ =

 λ1 0
0 λ2

 la matrice diagonale des valeurs propres définies par λ1 = S2+√∆12 ,
λ2 =
S2−
√
∆1
2
, où Si = e
β(−iτ+∆µ)+1 représente la fonction de partition dans le cas où V = 0
d’un site ayant i atomes voisins. Le terme :
∆i = 4e
β((i+1)(V−τ)+∆µ) +
(
eβ(−2iτ+∆µ) − 1) (eβ(−2τ+∆µ) − 1) , (A.5)
permet de prendre en compte la nature chimique des atomes voisins. La matrice de
passage qui permet de diagonaliser la matrice de transfert (A.4) s’écrit :
P =
 e
−2τ+∆µ
kBT −1−√∆1
2e
V−τ
kBT
e
−2τ+∆µ
kBT −1+√∆1
2e
V−τ
kBT
1 1
 . (A.6)
La fonction de partition d’un amas de n atomes est reliée aux fonctions de partition
contraintes Z
P[n]
pn=1 et Z
P[n]
pn=0 par la relation suivante : Z
P[n] = ZP[n]pn=1+Z
P[n]
pn=0. A partir de cette
relation et en utilisant (A.4) nous obtenons l’expression de la fonction de partition d’un
nanofil de n atomes dans l’ensemble p-GC :
ZP[n] =
S0
2
(
λn−11 + λ
n−1
2
)
+
∆0
2
√
∆1
(
λn−11 − λn−12
)
. (A.7)
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Pour déterminer la fonctionnelle de l’entropie CVM, nous considérons un ensemble de M
nanofils de longueur n qui vérifie le profil de concentration {cp, cXYp }. Cela veut dire que quel
que soit p, sur l’ensemble des pie`me sites du système, il y a cp×M atomes A et (1− cp)×M
atomes B. De même sur l’ensemble des pie`me paires (constituées des site p et p + 1), il y a
cXYp ×M paires XY .
La détermination de l’entropie de ce système nécessite celle du nombre de configurations
possibles pour remplir les M nanofils tout en respectant les profils {cp, cXYp }. Nous allons
procéder par étapes.
Le nombre de possibibiltés pour placer c1 ×M atomes A sur les M premiers sites. Les
(1− c1)×M atomes B restant sont placés sur les sites restants est égal à
(
M
c1×M
)
.
Il faut maintenant compléter la première paire. Il faut donc répartir les cAA1 ×M paires
AA et les cAB1 ×M paires AB parmi les c1 ×M chaînes dont le premier site est occupé
par un atome A en placant cAA1 ×M atomes A et cAB1 ×M atomes B parmi ces c1 ×M
chaînes. Il y a
(
c1×M
cAA1 ×M
)
manières de le faire. Nous pouvons noter que d’après la relation (1.68)
cAA1 ×M + cAB1 ×M = c1 ×M de sorte qu’après cette étape, les deuxièmes sites de toutes
les chaînes dont le premier atome est un atome A ont étés remplis.
De la même manière, il faut compléter la première paire des (1− c1)×M chaînes dont
le premier atome est un atome B. Il y a
((1−c1)×M
cBA1 ×M
)
manières de répartir cBA1 ×M paires BA
et les cBB1 ×M paires BB parmi ces (1− c1)×M chaînes.
Les deuxièmes sites sont maintenant entièrement remplis. Du fait des contraintes (1.68),
il y a bien c2 × M atomes A et (1− c2) × M atomes B sur ces sites. Il faut compléter
les deuxièmes paires, de la même manière que les premières paires ont été remplies. Il y a(
c2×M
cAA2 ×M
)((1−c2)×M
cBA2 ×M
)
configurations possibles. Puis il faut compléter les paires suivantes jusqu’à
ce que l’ensemble du système ait été complété.
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Le nombre total de configurations possibles pour remplir les M nanofils vaut donc :
Ω =
(
M
c1 ×M
) n−1∏
p=1
(
cp ×M
cAAp ×M
)(
(1− cp)×M
cBAp ×M
)
. (B.1)
L’entropie de Boltzmann associée à ce système vaut : SM
[{cp, cXpY }] = −kB ln Ω. Les
M nanofils étant équivalents, l’entropie d’un seul nanofil est calculée à partir de l’entropie
de ce système S = SM
M
. En faisant tendre M vers l’infini et en utilisant la formule de Stirling
lnX! = X lnX −X, l’expression de l’entropie se simplifie :
S
[{cp, cXpY }] = kB
(
n−1∑
p=2
(cp ln cp + (1− cp) ln (1− cp))−
∑
XY
n−1∑
p=1
cXpY ln cXpY
)
. (B.2)
Cette entropie a été déterminée de manière exacte pour l’ensemble p-GC.
211
Annexe C
P
  		
  ’ -GC
L’objectif de cette annexe est de montrer que dans l’ensemble p-GC, la connaissance
de profils de concentration de site et de paire fournit une information exhaustive sur la
répartition chimique d’équilibre de la chaîne. En effet à partir des ces profils il est possible
de déterminer la probabilité de n’importe quelle configuration en utilisant les probabilités
conditionnelles.
C.1 Notion de probabilité conditionnelle
Considérons deux sites i et i+ 1 voisins. Nous voulons étudier la nature des atomes qui
occupent ces deux sites. Nous observons dans un premier temps le site i. Nous savons que
la probabilité d’avoir un atome X sur ce site vaut cXi . Nous souhaitons maintenant étudier
la probabilité p
[
Yi+1|Xi
]
d’avoir un atome Y sur le site i + 1 (sachant qu’il y a un atome
X sur le site i). La probabilité d’avoir une paire XY correspond à la probabilité d’avoir un
atome X sur le site i multiplié par p [Y |X ]. Or nous savons que la probabilité d’avoir une
paire XY vaut cXYi . En conséquence, nous obtenons l’expression suivante pour la probabilité
conditionnelle :
p
[
Yi+1|Xi
]
=
cXYi
cXi
. (C.1)
C.2 Reconstruction d’un nanofil à partir des concen-
trations de paire
Soit la configuration X1X2X3...Xn où Xi correspond à la nature (A ou B) de l’atome
situé sur le site i. La concentration de cette configuration cX1X2X3...Xn dans l’ensemble pGC
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vaut cX1X2X3...Xn = c
X
1 p
[
X2|X1
]
p
[
X3|X2
]
...p
[
Xn|Xn−1
]
ce qui à l’aide de (C.1) devient :
cX1X2X3...Xn =
n−1∏
i=1
c
XiXi+1
i
n−1∏
i=2
ci
. (C.2)
Il est possible de calculer de la même manière la concentration d’une configuration locale
sur un nanofil de n atomes dans l’ensemble pGC.
cXj ...Xk =
k−1∏
i=j
c
XiXi+1
i
k−1∏
i=j+1
ci
. (C.3)
cXj ...Xk donne la probabilité d’avoir une configuration pour laquelle les sites j, j + 1,...,k
sont occupés par des atomes Xj, Xj+1, ..., Xk. Par exemple la concentration c
BBA
p−1 du triplet
BBA (où le premier atome B est situé sur le site p− 1) est donnée par la relation suivante :
cBBAp−1 =
cBBp−1c
BA
p
(1−cp) . La première relation de (1.72) peut être réécrite de la manière suivante :
cBBAp−1
cBAAp−1
= exp
[
−∆µ+2τ
kBT
]
. Cette équation correspond en fait à un bilan détaillé entre le triplet
BBA et le triplet BAA. Le terme énergétique −∆µ+2τ correspond à la différence d’énergie
entre le triplet BBA et le triplet BAA.
C.3 Susceptibilité
D’après la relation (1.14), pour déterminer la susceptibilité, il faut déterminer la concen-
tration de paire cAiAj où les sites i et j ne sont pas nécessairement premiers voisins. Pour
déterminer cette concentration à partir des concentrations de paire premiers voisins, nous
pouvons utiliser la même approche que celle déjà utilisée pour déterminer la fonction de
partition p-GC ZP[n]pi=pj=1 (A.2) restreinte aux configurations pour lesquelles les sites i et j
sont occupés par des atomes A. L’équivalent de la formule (A.2) devient :
cAiAj =
(
1 0
) cAAj−1cj−1 cBAj−11−cj−1
cABj−1
cj−1
cBBj−1
1−cj−1
 ...
 cAAi+1ci+1 cBAi+11−ci+1
cABi+1
ci+1
cBBi+1
1−ci+1
 cAAici cBAi1−ci
cABi
ci
cBBi
1−ci
 ci
0
 . (C.4)
213
Cette expression permet de prendre en compte toutes les configurations possibles pour
les sites situés entre le site i et le site j.
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L’objectif de cette annexe est de montrer que si la fonctionnelle de l’entropie est bien
déterminée, un formalisme CM permet de simuler proprement l’ensemble canonique. Pour
cela nous étudions le cas simple d’un alliage formant une solution solide idéale (V = 0)
pour lequel la fonctionnelle de l’énergie interne est exacte dans l’approximation de Bragg
Williams. De plus nous allons considérer une chaîne de longueur n contenant uniquement un
atome A (nA = 1).
Pour déterminer la fonctionnelle de l’entropie, nous considérons un ensemble de M na-
nofils de longueur n qui vérifie le profil de concentration {cp}. Cela veut dire que quel que
soit p, sur l’ensemble des pie`me sites du système, il y a cp ×M atomes A et (1− cp) ×M
atomes B (voir figure 1.4). De plus il doit y avoir exactement un atome sur chacune des
chaînes pour respecter la contrainte de composition. Le nombre de manières de répartir c1M
atomes A sur l’ensemble des premiers sites de chaque chaîne vaut Ω1 =
(
M
c1M
)
. Il n’est ensuite
plus possible de placer un atome A sur une chaîne qui a déjà un atome A et le nombre de
manières de répartir les atomes A sur le deuxième site vaut Ω2 =
(
M(1−c1)
c2M
)
. En remplissant
les sites un à un selon le même principe Ωi =
(M(1−i−1∑
p=1
cp
)
ciM
)
. Le nombre total Ω =
n∏
i=1
Ωi de
manières de répartir les atomes A sur l’ensemble des chaînes tout en respectant la contrainte
de composition vaut :
Ω =
M !
n∏
i=1
(Mci)!
. (D.1)
La fonctionnelle de l’entropie associée à une chaîne S = 1
M
kB ln Ω se simplifie pour
donner :
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S = −kB
n∑
i=1
ci ln ci. (D.2)
A l’aide des relations (1.57) et (D.2), l’équilibre est obtenu en minimisant la fonction
suivante :
L [{ci} , λ] = τ
(
c1 + cn + 2
n−1∑
i=2
ci
)
+ kBT
n∑
i=1
ci ln ci + λ
(
1−
n∑
i=1
ci
)
, (D.3)
où le terme λ
(
1−
n∑
i=1
ci
)
est un multiplicateur de Lagrange qui permet d’imposer la
conservation de la matière. La minimisation de L [{ci} , λ] en fonction des ci et de λ permet
de déterminer le profil de conentration suivant :
 c
C[nA=1]
bord =
eβτ
2eβτ+(n−2) ,
c
C[nA=1]
coeur = 12eβτ+(n−2) .
(D.4)
Cette expression correspond bien à l’expression exacte déterminée à l’aide de la formule
(1.44) dans le cas c = 1
n
.
Nous avons illustré dans un cas simple le fait qu’une expression exacte de l’entro-
pie permet d’obtenir un profil de concentration exact dans un formalisme CM pour
l’ensemble canonique. Comme la CVM à l’ordre 2 permet d’avoir une fonctionnelle
de l’énergie interne exacte, la connaissance de la fonctionnelle de l’entropie cano-
nique associée doit permettre d’avoir un résultat exact quels que soient les paramètres
énergétiques. Cependant la détermination de l’entropie relève d’un problème de com-
binatoire qui n’a pas été résolu à notre connaissance.
De plus, dans l’ensemble canonique, la connaissance des profils de concentration de
site et de paire ne fournit pas une information exhaustive sur l’équilibre puisque la
détermination de la probabilité d’une configuration donnée à partir de la connais-
sance des profils de concentration ne peut pas se faire de la même manière que dans
l’ensemble p-GC (annexe C).
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L’objectif de cette annexe est d’appliquer la formule Delta (2.4) aux relations (2.6) et
(2.7).
Nous souhations donc déterminer le DL au premier ordre de σ
2
2
∂2c
C[n,c]
bord
∂c2
∣∣∣∣
c=cP
. Le DL au
premier ordre de σ2 vaut d’après (1.55) :
σ2 =
cPcoeur
(
1− cPcoeur
)
n
. (E.1)
cPcoeur vaut c
P à l’ordre 0, donc la variance à l’ordre 1 s’écrit :
σ2 =
cP
(
1− cP)
n
. (E.2)
Pour calculer l’ordre 1 du terme σ
2
2
∂2c
C[n,c]
bord
∂c2
∣∣∣∣
c=cP
il suffit donc de calculer le DL à l’ordre
0 de
∂2c
C[n,c]
bord
∂c2
puisque la variance est nulle à l’ordre 0. Celui ci vaut :
∂2c
C[n,c]
bord
∂c2
∣∣∣∣∣
c=cP
=
2eβτ
(
1− eβτ)
(1− cP + cPeβτ )3 . (E.3)
D’où :
σ2
2
∂2c
C[n,c]
bord
∂c2
∣∣∣∣∣
c=cP
=
cP
(
1− cP)
n
2eβτ
(
1− eβτ)
(1− cP + cPeβτ )3 , (E.4)
qui d’après les relations (2.6) et (2.7) correspond exactement au DL au premier ordre de
c
P[n,cP]
bord − c
C[n,cP]
bord . On montre ainsi que la formule Delta est exacte au premier ordre en 1/n
pour cbord.
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Parmis les grandeurs pertinentes pour décrire l’équilibre d’un système, la longueur de
corrélation est souvent utilisée [38, 40, 93]. Cette longueur permet d’estimer la portée des
corrélations. Dans cette annexe, nous allons voir que la longueur de corrélation est définie
simplement et sans ambiguïté pour une chaîne infinie. En revanche, pour une chaîne finie,
du fait de la ségrégation cela n’est plus le cas.
F.1 Longueur de corrélation dans une chaîne infinie
La susceptibilité permet de caractériser les corrélations chimiques et de définir la longueur
de corrélation. Dans le cas d’une chaîne infinie, tous les sites de la chaîne sont équivalents
de sorte que la susceptibilité χ∞ij ne dépend que de la distance ∆i = |j − i| séparant les sites
i et j :
χ∞∆i = βc (1− c) e−
∆i
ξ . (F.1)
où ξ est la longueur de corrélation. Plus ξ est grand plus χ∞∆i diminue lentement avec
une augmentation de ∆i donc plus la portée des corrélations est importante. ξ s’exprime en
fonction du paramètre d’ordre premier voisin de la chaîne infinie α∞AB :
ξ = − 1
ln [α∞AB]
, (F.2)
où
α∞AB = 1−
c∞AB
c (1− c) . (F.3)
c∞AB est la concentration d’interface AB dans une chaîne de longueur infinie et vaut [34] :
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c∞AB =
1−
√
1 + 4c (1− c)
(
e
− 2V
kBT − 1
)
2
(
1− e− 2VkBT
) . (F.4)
F.2 Longueur de corrélation pour une chaîne semi-
infinie
Avant d’étudier un nanofil de longueur finie, il est intéressant d’étudier une chaîne semi-
infinie pour isoler l’influence de la présence d’une liaison coupée tout en s’affranchissant de
l’influence de la longueur de la chaîne. Pour une chaîne semi-infinie, les différents sites du
nanofil ne sont plus équivalents, il faut alors prendre en compte le phénomène de ségrégation
et étudier le profil de concentration. La présence d’un bord influence uniquement les sites
situés près du bord. Le nanofil étant de longueur infinie, les grandeurs macroscopiques telles
que la concentration nominale c où la concentration cXY de paire XY sont les mêmes pour
une chaîne semi-infinie et pour une chaîne infinie.
La CVM permet de déterminer les profils de concentration d’équilibre. Le système d’équa-
tion (1.72) peut être généralisé à la chaîne semi-infinie en faisant tendre n vers l’infini et
sans considérer la dernière équation. Les expressions suivantes des profils de concentration
sont solution de ce système et définissent donc les profils d’équilibre :

cp ≈ δc1e−
p−1
ξ + c,
δc1 = c1 − c = c
∞
AB
(1−c−c∞AB)eβ(V−τ)+c∞AB
− c,
cXYp = δc
XY
1 e
− p−1
ξ + cXY ,
δcXY1 = δc1
cXY∞
c
.
(F.5)
Ainsi, le profil de concentration vérifie une loi de puissance contrôlée par la longueur
de corrélation. La longueur d’amortissement du profil de concentration est donc égale à la
longueur de corrélation pour un nanofil semi-infini.
Etudions maintenant les susceptibilités. Pour un nanofil semi-infini, χ
∞/2
ij ne dépend pas
que de la distance séparant les sites i et j mais également de l’éloignement du bord. Pour
déterminer χ
∞/2
ij = β (〈pipj〉 − cicj), nous déterminons 〈pipj〉 à l’aide des concentrations de
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paire et de la relation (C.4). Or d’après (F.5),
cAAi
ci
,
cABi
ci
,
cBAi
1−ci et
cBBi
1−ci sont indépendants de
i et la relation (C.4) se simplifie ce qui permet de déterminer une expression simple de la
susceptibilité :
χ
∞/2
ij = βe
− |j−i|
ξ
(
c (1− c) + δc1 (1− 2c) e−
min[i,j]−1
ξ − δc21e−2
min[i,j]−1
ξ
)
. (F.6)
Ainsi l’évolution de la susceptibilité χ
∞/2
ij avec j suit une loi de puissance gouvernée par
la longueur de corrélation lorsque le site j s’éloigne du site i du côté du coeur (i.e. j > i).
En revanche, la variation de cette même susceptibilité avec j lorsque le site j s’éloigne du
site i en se rapprochant du bord (i.e. j < i) suit une somme de loi de puissance.
La figure (F.1) présente l’évolution de ln
[
kBTχ
∞/2
ij
]
avec j pour différentes valeurs de
i. Les résultats tiretés présentent l’évolution de kBTχ
∞/2
ii e
− |j−i|
ξ qui correspond à une loi de
puissance telle qu’elle est observée pour un nanofil infini. Pour j > i, kBTχ
∞/2
ij suit bien
une loi de puissance simple. Pour j < i, à haute température, la longueur de corrélation est
faible ξ = 0, 91 et les termes δc1 (1− 2c) e−
j−1
ξ − δc21e−2
j−1
ξ de l’expression (F.6) peuvent être
négligés de sorte que kBTχ
∞/2
ij vérifie bien une loi de puissance en première approximation.
Mais à basse température, la longueur de corrélation devient importante : ξ = 16 et les
termes δc1 (1− 2c) e−
j−1
ξ − δc21e−2
j−1
ξ ne peuvent plus être négligés. kBTχ
∞/2
ij ne vérifie plus
une loi de puissance.
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. F.1: Evolution avec j de ln
[
kBTχij
]
à T = 500 K (gauche) et T = 100 K (droite) pour
i = 1 (rouge), i = 5 (vert) et i = 10 (bleu). Résultats exacts (points), ln
[
kBTχ
∞
ii e
− |j−i|
ξ
]
(tireté).
V = −30 meV, τ = 46 meV, c = 1/2.
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On peut noter que dans le cas τ = 0, c = 1/2 qui correspond à une chaîne de spins
magnétiques avec un champ nul, δc1 = 0 de sorte que la susceptibilité ne dépend que de la
distance entre les sites considérés. La longueur de corrélation permet alors de caractériser la
portée des corrélations quels que soient les sites considérés et la température.
F.3 Nanofil de longueur finie
Que se passe-t-il pour un nanofil de longueur finie ? Est-ce qu’une longueur de corrélation
peut être définie et quelles informations fournit-elle ?
F.3.1 Haute température
F.3.1.1 Ensemble p-GC
Pour un nanofil de longueur finie, il faut faire la distinction entre l’ensemble canonique et
l’ensemble p-GC. Nous nous plaçons dans un premier temps dans l’ensemble p-GC. La figure
F.2 montre qu’à haute température, un nanofil peut être simulé comme étant constitué de
deux bords d’un nanofil semi-infini. Pour p ≤ n/2, la concentration d’un site p peut être
déduite de la relation (F.5) :
 cp ≈ δc1e
− p−1
ξ + c∞,
δc1 =
c∞AB
(1−c−c∞AB)eβ(V−τ)+c∞AB
− c∞.
(F.7)
où c∞ correspond à la concentration nominale d’un nanofil infini pour la même valeur de
∆µ. Les concentrations des sites p ≥ n/2 sont ensuite déterminées par symétrie.
La susceptibilité peut être approximée selon la même approximation que pour un nanofil
semi-infini :
χij = χiie
− |j−i|
ξ = βci (1− ci) e−
|j−i|
ξ . (F.8)
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. F.2: Evolution de ln [cp − c∞] avec p (gauche) et de ln
[
kBTχij
]
avec j (droite). Résultats
exacts (points), résultats calculés à l’aide des formules (F.7) et (F.8) (tireté). Droite : i = 1 (rouge),
i = 5 (vert). V = −30 meV, τ = 46 meV, n = 10, T = 500 K, c = 1/2.
F.3.1.2 Ensemble canonique
La figure 3.6 montre que la susceptibilité χij ne varie pas de manière monotone avec j
et ne suit donc pas une loi de puissance. La longueur de corrélation ne peut donc pas être
définie à partir de la susceptibilité.
Est-il possible de définir une longueur d’amortissement à partir du profil de concentra-
tion ? Pour cela, il faut montrer que cp − c∞ vérifie une loi de puissance du type δc1e−
p−1
ξ .
Mais dans l’ensemble canonique, la concentration de l’ensemble des sites situés à une dis-
tance supérieure à min [nA, nB] de chacun des bords est homogène (par exemple, pour un
amas de 10 atomes avec nA = 2, les sites 3 < p < 8 ont tous la même concentration). Il n’y
a donc plus d’amortissement de la concentration et le profil de concentration ne peut pas
vérifier une loi de puissance.
La longueur de corrélation et la longueur d’amortissement ne sont des grandeurs perti-
nentes pour un nanofil de dimension finie que dans l’ensemble p-GC.
F.3.2 Basse température
La figure F.3 présente l’évolution de ln [cp − c∞] avec p et de ln
[
kBTχij
]
avec j déterminés
de manière exacte et à l’aide des formules (F.7) et (F.8). Ni le profil de concentration, ni
224
la susceptibilité ne vérifient une loi de puissance et il n’est alors pas possible de définir une
longueur de corrélation ou d’amortissement. La conséquence principale est que l’équilibre
d’un nanofil de dimension finie ne peut plus être analysé directement à partir des propriétés
d’un nanofil infini.
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. F.3: Evolution de ln [cp − c∞] avec p (gauche) et de ln
[
kBTχij
]
avec j (droite). Résultats
exacts (points), résultats calculés à l’aide des formules (F.7) et (F.8) (tireté). Droite : i = 1 (rouge),
i = 5 (vert). V = −30 meV, τ = 46 meV, n = 10, T = 100 K, c = 1/2.
F.3.3 Cas particulier : chaîne de spins magnétiques sans champ
Dans le cas τ = 0,∆µ = 0, tous les sites sont homogènes et il n’y a plus de ségrégation. La
figure F.4 montre que la susceptibilité dans l’ensemble p-GC vérifie bien une loi de puissance.
La longueur de corrélation de la chaîne finie correspond à la longueur de corrélation d’une
chaîne infinie. Cela explique que pour une chaîne de spins magnétiques sans champ, les
propriétés d’équilibre d’un nanofil fini peuvent être expliquées à l’aide des propriétés d’une
chaîne infinie.
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. F.4: Evolution de ln
[
kBTχij
]
avec j pour i = 1 (rouge), i = 5 (vert). Résultats exacts
(points), résultats calculés à l’aide des formules (F.7) et (F.8) (tireté). n = 10, T = 100 K, ∆µ = 0,
τ = 0 et V = −30 meV.
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Nous considérons dans cette annexe un alliage à préférence à l’ordre homoatomique
(V < 0) sans effet de surface (τ = 0). Ainsi la ségrégation est uniquement gouvernée par le
paramètre d’interaction de paire V qui conduit à un enrichissement sur les sites de bord du
nanofil de l’espèce minoritaire. Nous résumons les principaux résultats obtenus dans les deux
ensembles à basse température T = 150 K lorsque la bimodalité est bien marquée (V = −30
meV).
G.1 Comparaison des ensembles
Du fait de l’absence d’effet de surface la courbe de la concentration d’interface AB en
fonction de la concentration nominale est symétrique par rapport à c = 0, 5 (Fig. G.1a).
Dans toute la gamme de concentration cEAB est plus faible pour τ = 0 que pour τ > 0 ce qui
conduit à des isothermes cE [∆µ] plus raides. Ces isothermes sont symétriques par rapport
au point de coordonnées ∆µ = 0 et c = 0, 5 (Fig. G.1b). L’isotherme p-GC est continue
et monotone. L’isotherme canonique a une forme de Z caractérisée par un "retour" ou une
pente négative entre c = 1/n et c = 2/n, une pente positive pour 2/n ≤ c ≤ 1 − 2/n, un
second "retour" entre c = 1− 2/n et c = 1− 1/n.
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. G.1: Evolution de la concentration d’interface AB en fonction de la concentration nominale
(a) et de la concentration nominale en fonction de la différence de potentiel chimique ∆µ (b) dans
les ensembles p-GC (trait) et canonique (points). n = 10, T = 150 K, τ = 0 et V = −30 meV.
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. G.2: Evolution des isothermes de ségrégation en fonction de la concentration nominale (a) et
de ∆µ (b) dans les ensembles canonique (vert) et p-GC (bleu). cC1 (losanges et pointillés), c
C
2 (carrés
et tiretés), cC5 (points et trait continu), cP1 (pointillés), cP2 (tiretés), cP5 (continu). n = 10, T = 150
K, τ = 0 et V = −30 meV.
Regardons les conséquences sur les isothermes de ségrégation représentées en fonction de
c et de ∆µ sur la figure G.2. Dans l’ensemble p-GC, la concentration des différents sites est
très proche de la concentration nominale (Fig. G.2a). Les isothermes de ségrégation p-GC
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sont quasi-superposées (Fig G.2a et b). La ségrégation est donc très faible. Dans les deux
ensembles on observe que la concentration du site de bord est plus forte que celle des sites de
coeur pour c ≤ 0, 5 et inversement pour c ≥ 0, 5. Dans l’ensemble canonique, les isothermes
ont une allure très particulière quel que soit le mode de représentation. La figure G.2a montre
que cCp [0, 5] = 0, 5 quel que soit p. Représentées en ∆µ, toutes les isothermes de ségrégation
ont l’allure d’un Z passant par le point ∆µ = 0 et c = 0, 5 (Fig. G.2b).
Pour c = 0, 5, le profil de concentration est homogène égal à 0,5 dans les deux ensembles.
Pour c 	= 0, 5, les profils p-GC sont convexes, l’écart entre la concentration du site de bord
et celle des sites centraux est très faible quelle que soit la concentration (Fig. G.3). Dans
l’ensemble canononique les profils sont beaucoup plus marqués avec une forme de "capsule
de café avec coupole". Du fait de la symétrie des isothermes, les profils de concentration
pour une valeur de c ≥ 0, 5 se déduisent des profils pour c ≤ 0, 5 suivant cEp [p, c = 0, 5 + ǫ] =
1− cEp [p, c = 0, 5− ǫ] (ǫ ≤ 0, 5) (Fig. G.3). La différence entre la concentration des sites de
bord et celle des sites de coeur est beaucoup plus importante dans l’ensemble canonique que
dans l’ensemble p-GC.
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. G.3: Profils de concentration pour c = 0, 3 (a) et c = 0, 7 (b) dans les ensembles p-GC (bleu)
et canonique (vert). n = 10, T = 150 K, τ = 0 et V = −30 meV.
Pour quantifier les corrélations chimiques entre les différents sites nous avons représenté
l’évolution de χ1j et de χ5j en fonction du site j pour c = 0, 5 (Fig. G.4). Le comportement
est similaire à celui présenté sur la figure 3.24, on note simplement qu’en l’absence d’effet de
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surface (τ = 0) les valeurs des susceptibilités sont plus fortes que pour τ > 0.
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. G.4: Susceptibilité χij entre le site i et le site j en fonction de j avec i = 1 (a), i = 5 (b),
dans les ensembles p-GC (carrés) et canonique (points) pour c = 0, 5. n = 10, T = 150 K, τ = 0 et
V = −30 meV.
G.2 Bimodalité dans un co-dépôt
Dans le chapitre 6, nous avons vu que lorsque τ > 0, la bimodalité n’est observable
que pour une gamme restreinte de taille d’amas dans un co-dépôt. Cela vient du fait que la
concentration des amas dépend fortement de la taille de sorte que les petits amas sont presque
purs A et ne présentent donc pas de bimodalité (Fig. G.5). En revanche, lorsque τ = 0,
plus un amas est petit, plus sa concentration se rapproche de 0,5 car l’espèce minoritaire
ségrége en bord d’amas. Il y a donc bien bimodalité pour les petits amas et la gamme de
tailles présentant un caractère bimodal est plus large. Dans le cas c∞ = 0, 5 (où c∞ est la
concentration d’une chaîne infinie pour un ∆µ donné), il n’y a plus de ségrégation car il n’y
a pas d’espèce minoritaire et la concentration des amas est indépendante de leur taille et
vaut 1/2 ce qui est une concentration optimale pour observer la bimodalité.
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. G.5: Evolution de la concentration des amas en fonction de leur taille. c∞ = 5/6 (rouge),
c∞ = 1/2 (magenta), c∞ = 1/6 (bleu). Système τ = 46 meV (symboles vides), τ = 0 (symboles
pleins).T = 150 K et V = −30 meV.
La bimodalité d’un système à τ = 0 et c∞ = 0, 5 a été étudiée dans la thèse de F.
Lequien [40]. Il a été montré qu’il y a bimodalité, lorsque la longueur de la chaîne est proche
ou inférieure au double de la longueur de corrélation (simplement définie pour ce système
par ξ = − 1
ln
[
tanh
[
− V
2kBT
]] et qui vaut 5 pour cet alliage à T = 150 K). La figure G.6 présente
les DEC pour 4 tailles d’amas. Nous voyons que ces DEC présente 3 maximums pour les
petites tailles d’amas. Pour une chaîne de 6 atomes, le poids statistique des configurations
pure A et pure B est supérieur à 60%. Les configurations de composition intermédiaire
sont quasiment uniquement des configurations de type Janus. Pour un amas de 18 atomes,
le poids statistique des configurations pures a diminué mais reste supérieure à 20%. Les
configurations de type Janus sont les configurations les plus représentées (33%) mais ne sont
plus les seules configurations de concentration intermédiaire puisque les configurations de
type cœur coquille ont un poids statistique important (>26%) et que des configurations plus
dégénérés apparaissent. On peut noter que pour les configurations cœur coquille, comme
τ = 0, le bord peut être soit occupé par des atomes A soit par des atomes B. Pour une
chaîne de 30 atomes, la DEC présente encore un caractère multimodal, mais celui-ci est
quasiment négligeable car le poids statistique des configurations pures est inférieur à 7%.
Les configurations dégénérées présentant plus de 2 interfaces AB sont les configurations
majoritaires (48%). Pour des amas de taille supérieure à 100, les configurations dégénérées
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ont un poids statistique supérieur à 99,4%.
F
. G.6: Distribution en concentration pour 4 tailles d’amas. n = 6 (a), n = 18 (b), n = 30
(c), n = 100 (d). Configuration pure A (rouge), configuration pure B (bleu), configuration cœur
coquille (orange), configuration janus (vert), autre (noir). c = 0, 5, T = 150 K, τ = 0 et V = −30
meV.
Cette étude met en évidence que le caractère multimodal des compositions des ensembles
d’amas de taille n dans un co-dépôt s’observe pour une gamme de taille plus large (3 ≤ n ≤
18) lorsque V = 0 que dans le cas τ > 0 pour lequel la bimodalité s’observe uniquement
pour 10 ≤ n ≤ 19 (§ 6.2.3).
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Pour déterminer si une distribution est bimodale, il est possible de procéder par une
méthode d’ajustement [68]. La démarche consiste à réaliser successivement deux ajustements
de la DEC : un premier ajustement à l’aide d’une fonction monomodale et un deuxième
à l’aide d’une fonction bimodale. Si l’ajustement réalisé à l’aide de la fonction bimodale
est meilleur que celui réalisé à l’aide de la fonction monomodale, la distribution est alors
considérée comme étant bimodale.
Il faut dans un premier temps déterminer les fonctions à utiliser pour l’ajustement. A
haute température, la DEC peut être modélisée à l’aide d’une fonction gaussienne :
G [x, µ, σ] =
1
σ
√
2π
e−
(x−µ)2
2σ2 , (H.1)
où µ est la moyenne de la gaussienne et σ2 représente la variance.
Pour prendre en compte le caractère discret de la DEC (relativement aux concentrations
nominales) et le fait que la concentration nominale est bornée entre 0 et 1, nous utilisons la
fonction monomodale suivante :
fmono [c, µ, σ] =
c+1/(2n)∫
x=c−1/(2n)
G [x, µ, σ] dx
1∫
x=0
G [x, µ, σ] dx
. (H.2)
Ainsi fmono vérifie
∑
c
fmono [c, µ, σ] = 1 ∀ (µ, σ2). La fonction (H.2) s’exprime alors :
fmono [c, µ, σ] =
Erf
[
1√
2σ
(
c− µ+ 1
2n
)]− Erf [ 1√
2σ
(
c− µ− 1
2n
)]
Erf
[
1√
2σ
(
1− µ+ 1
2n
)]
+ Erf
[
1√
2σ
(
µ+ 1
2n
)] . (H.3)
La fonction bimodale doit permettre de simuler les deux modes de la DEC. Le mode
de haute concentration est un mode pur A (de concentration nominale c = 1) qui peut
être simulé à l’aide d’un symbole de Kronecker δc,1 qui vaut 1 si c = 1 et 0 autrement.
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Nous simulons le mode de faible concentration à l’aide d’une fonction gaussienne pour que
la fonction bimodale puisse également rendre compte de la DEC à haute température. La
fonction bimodale est alors une somme pondérée du symbole de Kronecker et de la fonction
monomodale :
fbi [c, p1, µ1, σ1] = p1fmono [c, µ1, σ1] + (1− p1) δc,1, (H.4)
où p1 correspond au poids statistique du mode de faible concentration. Cette fonction
bimodale vérifie bien
∑
c
fbi [c, µ, σ] = 1 quels que soient ∀ (p1, µ1, σ21). Nous réalisons les
ajustements à l’aide la fonction FindFit de Mathematica. Nous déterminons le rapport des
écarts quadratiques moyens :
X =
∑
c
(fbi [c, p1, µ1, σ1]−DEC [c])2∑
c
(fmono [c, µ, σ]−DEC [c])2
. (H.5)
X doit être inférieur ou égal à 1 car l’ajustement par la fonction bimodale peut tou-
jours être au moins aussi bon que l’ajustement par la fonction monomodale, puisqu’il suffit
d’imposer p1 = 1 pour que :
fbi [c, p1 = 1, µ1, σ1] = fmono [c, µ1, σ1] . (H.6)
La figure H.1 montre que X croît de manière monotone avec la température et tend vers
1 lorsque la température devient suffisamment importante. Cela montre bien que pour une
concentration nominale donnée, plus la température est faible plus la DEC a un caractère bi-
modal. Nous définissons alors un Xlim en dessous duquel nous considérons que la distribution
est bimodale.
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. H.1: Evolution du paramètre X en fonction de la température. c = 0, 5, n = 10, τ = 46 meV,
V = −30 meV.
La figure H.2 montre la température limite de bimodalité obtenue pour deux valeurs
de Xlim. Avec ce nouveau critère de bimodalité il n’y a pas de bimodalité pour les faibles
concentrations nominales car, bien qu’il y ait un minimum local, la bimodalité est négligeable
(Fig. 3.31). La température limite de bimodalité augmente avec la concentration nominale
jusqu’à atteindre sa valeur maximale pour une concentration proche de 0, 9, puis elle diminue.
Un changement de la valeur de Xlim entraîne un décalage de la température limite. Plus Xlim
est faible plus la température limite est faible.
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. H.2: Diagramme de bimodalité obtenu selon les critères : présence d’un minimum local dans
la DEC (continu noir), X = Xlim (continu de couleur), D = Dlim (tireté de couleur). Xlim = 0, 8
(rouge), Xlim = 0, 9 (bleu), Dlim = 2 (bleu), Dlim = 1, 5 (rouge). n = 10, τ = 46 meV, V = −30
meV.
Il est possible de rajouter un critère supplémentaire pour s’assurer que l’écart entre les
moyennes des deux modes est suffisamment important par rapport à leur largeur [69, 94].
On introduit alors le paramètre D =
√
2|µ1−µ2|√
σ21+σ
2
2
qui s’écrit pour notre système :
D =
√
2 (1− µ1)
σ1
. (H.7)
Les deux modes sont considérés distincts si D > Dlim. La figure H.2 montre la tempé-
rature limite pour laquelle ce critère est vérifié en considérant deux valeurs de Dlim. Aux
faibles concentrations nominales, les deux modes sont distincts quelle que soit la tempéra-
ture. En revanche, aux fortes concentrations nominales, cela est le cas seulement pour les
faibles températures. Plus Dlim est élevé plus la température limite est faible. Aux fortes
concentrations nominales, ces températures limites coïncident avec celles obtenues avec le
critère du minimum local, puisqu’il n’y alors pas de minimum local lorsque les deux modes
ne sont pas distincts.
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Soient M chaînes constituées de N sites. Pour déterminer la fonctionnelle de l’entropie
associée aux taux de couverture et aux densités de paire {θX , CXY } (qui doivent vérifier
les contraintes imposées par (4.16), (4.17) et (4.18)), il faut déterminer le nombre ΩM de
configurations vérifiant {θX , CXY }. On considère l’ensemble des pie`me sites desM chaînes sur
lesquels il y a θAM atomes A, θBM atomes B et θLM = (1− θA − θB)M lacunes. Il s’agit
maintenant de remplir les sites suivants de sorte que les densités de paires {CXY } soient
vérifiées.
Le nombre de configurations pour placer CAAM atomes A sur les sites p + 1 des θAM
chaînes ayant un atome A sur le site p est égal à
(
θAM
CAAM
)
. Il y a
(
(θA−CAA)M
CABM
)
possibilités pour
placer CABM atome B sur les sites p+1 des (θA − CAA)M chaînes ayant un atome A sur le
site p et dont le site p+1 n’est pas encore occupé par un atome. CALM lacunes sont ensuite
placées sur les sites p + 1 des CALM chaînes ayant un atome A sur le site p et dont le site
p+ 1 est libre.
Quel que soit X (A, B ou L), le nombre total de manières de répartir les atomes sur les
sites p+ 1 des chaînes ayant un atome X sur le site p vaut :
(
θXM
CXAM
)(
(θX − CXA)M
CXBM
)
. (I.1)
Le nombre total de manières d’occuper les sites p+ 1 est donc égal à :
∏
X={A,B,L}
(
θXM
CXAM
)(
(θX − CXA)M
CXBM
)
. (I.2)
Du fait de la contrainte de symétrie (4.16), l’ensemble des sites p+1 vérifie bien les taux de
couverture (i.e. qu’il y a θAM atomes A, θBM atomes B et θLM = (1− θA − θB)M lacunes
sur ces sites). Il est alors possible de remplir les sites suivants selon le même principe. Le
nombre total de manière de remplir les M chaînes vaut donc :
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ΩM =
 ∏
X={A,B,L}
(
θXM
CXAM
)(
(θX − CXA)M
CXBM
)N . (I.3)
A l’aide des relations (4.16), (4.17) et (4.18), l’entropie d’une chaîne normalisée par le
nombre de sites d’une chaîne S = kB lnΩM
M×N s’écrit :
S = kB
 ∑
X=A,B,L
θX ln θX +
∑
X=A,B,L
Y=A,B,L
θXY ln θXY
 . (I.4)
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J.1 Résolution à partir de (µA, µB) ou de (θA, θB)
Nous avons cherché à réécrire le système (4.22) pour obtenir une expression analytique
donnant les concentrations de paires en fonction de (µA, µB) ou (θA, θB) uniquement. Malheu-
reusement nos tentatives ont été infructueuses étant donné que nous avons toujours obtenu
une équation d’ordre supérieur ou égal à 4 que nous ne savons pas résoudre analytiquement.
Par exemple, pour (θA, θB) fixé, nous arrivons à réduire le système (4.22) à une seule équation
contenant seulement une inconnue :
θ =
1
2
+
1
2
θ − 1/2
|θ − 1/2|
√
(1− 2CAL − 2CBL)2 − 4
(
x2AL + x
2
BL + 2xALxBLe
V
2kBT
)
, (J.1)
où xXL = CXLe
− VXX
2kBT et
CBL =
2xALθB
xAL−e
V−VBB
2kBT (CAL−θA+θB)+
√√√√√√√√
x2AL − 2CAL (CAL − θ) e
−K
kBT
+e
−VBB
kBT
(
4 (θA − CAL) θB + e
V
kBT (CAL − θA + θB)2
)
.
Il est alors nécessaire d’utiliser une résolution numérique. Cette résolution est effectuée à
l’aide de la fonction FindRoot de mathematica 8. Dans l’ensemble canonique (i.e. en fixant
(θA, θB)), la résolution converge bien mais dans l’ensemble p-GC (i.e. en fixant (µA, µB)),
la résolution numérique diverge (à moins d’avoir une valeur initiale très proche de la valeur
d’équilibre. La résolution dans l’ensemble p-GC est plus difficile car pour déterminer les
densités de paire il faut utiliser les 5 équations du système (4.22), alors que dans l’ensemble
canonique, les 3 premières équations suffisent. Les 2 dernières équations ne servent qu’à dé-
terminer les potentiels chimiques. Dans l’ensemble p-GC, une méthode itérative [87, 88] doit
permettre de résoudre numériquement l’équilibre CVM. Nous n’avons cependant pas utilisé
ces méthodes car l’approche par dénombrement nous permet de déterminer la microstructure
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d’équilibre dans l’ensemble p-GC.
J.2 Résolution à partir de (CAL, CBL)
Nous avons montré qu’il suffit que 2 densités de paire soient fixées pour que toutes les
densités de paire et les taux de couverture soient fixés. Il est possible d’obtenir une expression
analytique de toutes ces densités de paire en fonction de CAL et CBL. La formule (J.1) permet
de déterminer θ en fonction de (CAL, CBL). Les autres densités de paire sont ensuite déduites
du système suivant en notant que CT = CAL + CBL :

CAA = (θ − CT ) x
2
AL
x2AL+x
2
BL+2xALxBLe
βV ,
CBB = (θ − CT ) x
2
BL
x2AL+x
2
BL+2xALxBLe
βV ,
CAB = (θ − CT ) xALxBLeβVx2AL+x2BL+2xALxBLeβV ,
θA = (θ − CT ) x
2
AL+xALxBLe
βV
x2AL+x
2
BL+2xALxBLe
βV + CAL,
θB = (θ − CT ) x
2
BL+xALxBLe
βV
x2AL+x
2
BL+2xALxBLe
βV + CBL.
(J.2)
J.3 Résolution à partir de (CT , θ, µA, µB)
Il est également possible d’exprimer toutes les densités de paire en fonction de CT , θ et
des potentiels chimiques à partir du système (4.22). Nous obtenons :

CAL = CT
eβµA
eβµA+eβµB
± e
β
µA+µB
2
√
θ(eβµA+eβµB)(1−θ−CT )2−C2T (1−θ)
(eβµA+eβµB)
√
1−θ ,
CBL = CT
eβµB
eβµA+eβµB
∓ e
β
µA+µB
2
√
θ(eβµA+eβµB)(1−θ−CT )2−C2T (1−θ)
(eβµA+eβµB)
√
1−θ ,
θA = (θ − CT ) x
2
AL+xALxBLe
βV
x2AL+x
2
BL+2xALxBLe
βV + CAL,
θB = (θ − CT ) x
2
BL+xALxBLe
βV
x2AL+x
2
BL+2xALxBLe
βV + CBL,
CAA = (θ − CT ) C
2
ALe
−βVAA
C2ALe
−βVAA+C2BLe
−βVBB+2CALCBLe
−βVAB
,
CBB = (θ − CT ) C
2
BLe
−βVBB
C2ALe
−βVAA+C2BLe
−βVBB+2CALCBLe
−βVAB
,
CAB = θA − CAA − CAL,
(J.3)
où nous rappelons que xXL = CXLe
− VXX
2kBT . Nous voyons qu’il y a deux solutions possibles.
La bonne solution est la solution qui donne la plus faible énergie libre 4.21. Ainsi, dans
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l’ensemble p-GC la résolution de (4.12) et (4.14) permet de déterminer θ et CT en fonction
de (µA, µB), le système (J.3) permet d’en déduire toutes les concentrations de paire.
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K.1 Equations d’équilibre
Le cas d’un mono-dépôt infini a déjà été largement étudié. Nous présentons ici les prin-
cipales équations qui régissent l’équilibre d’un dépôt d’atomes X d’énergie de liaison VXX .
Ces résultats se retrouvent dans les publications suivantes : [34, 35, 79, 86].
L’espace disponible pour un amas de taille n dépend de la densité totale d’amas CXT et
du taux de recouvrement θX,p du monodépôt :
DXn = (1− θX,p)
(
1− C
X
T
1− θX,p
)n+1
. (K.1)
Les distributions de la phase atomique CXn et des amas lacunaires C
X,V
n sont données
par :
CXn =
CX
2
T
θX,p
(
1− C
X
T
θX,p
)n−1
= DXn Z
X
n , (K.2)
CX,Ln =
CX
2
T
1− θX,p
(
1− C
X
T
1− θX,p
)n−1
= DXn Z
X
n . (K.3)
La densité totale d’amas d’équilibre dépend du taux de recouvrement total par la relation
suivante :
CXT =
1−√1 + 4θX,p (1− θX,p) (e−βVXX − 1)
2 (1− e−βVXX ) . (K.4)
Mentionnons que les relations (K.2) et (K.3), déduites d’une minimisation selon les , sont
encore valables pour θ et CXT donnés même quand C
X
T ne suit pas l’équation d’équilibre
(K.4). Ces relations correspondent alors à un équilibre contraint par la donnée de CXT .
Le potentiel chimique µX s’exprime en fonction de C
X
T et θX,p :
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µX = VXX + kBT ln
1− CXT /θX,p
1− CXT / (1− θX,p)
. (K.5)
La CVM peut également être appliquée au monodépôt et donne le système d’équation
suivant :

CX
2
T
(θX,p−CXT )(1−θX,p−CXT )
= eβVXX ,
CX
2
T (1−θX,p)
θX,p(1−θX,p−CXT )
2 = eβµX .
(K.6)
L’ensemble de ces résultats peut également être retrouvé à partir des résultats obtenus
pour un nanofil AB de dimension finie en faisant tendre la longueur du nanofil vers l’infini
et en remplaçant l’espèce A par l’espèce X et l’espèce B par des lacunes.
K.2 Propriétés d’un monodépôt
La figure K.1 présente l’isotherme θ [µX ] et la fragmentation CT [θ] pour un monodépôt
à trois températures différentes. Le principal paramètre qui influence ces courbes est βVXX
qui fixe la raideur de l’isotherme et la forme de la courbe CT [θ]. Plus βVXX est négatif (i.e.
plus un système est cohésif ou plus la température est faible), plus l’isotherme est raide, et
plus la fragmentation est faible. Il est intéressant de noter que ces courbes sont parfaitement
symétriques. L’isotherme présente une symétrie centrale de centre (θ = 1/2, µX = 2VXX)
alors que la courbe CT [θ] présente un axe de symétrie en θ = 0, 5. On peut noter que le
centre de symétrie de l’isotherme est un point invariant avec la température.
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. K.1: Isotherme θ [µX ] (a) et évolution de la densité totale d’amas CT avec le taux de recou-
vrement (b) pour un monodépôt à trois températures. T = 400 K (rouge), T = 200 K (magenta),
T = 100 K (bleu). VAA = −92 meV.
La figure K.2 présente la distribution en taille des amas pour un monodépôt. Quelle que
soit la taille n considérée, la densité d’amas constitués de n atomes est nulle en θ = 0. Elle
croît avec une augmentation du taux de recouvrement jusqu’à passer par un maximum pour
ensuite diminuer et tendre vers 0 lorsque θ tend vers 1 (Fig. K.2a). Plus n est petit plus le
taux de recouvrement pour lequel Cn est maximal est faible. Les densités d’amas lacunaires
et d’amas atomiques sont symétriques par rapport à θ.
Quel que soit le taux de recouvrement, Cn décroît selon une loi de puissance avec n. Il
est donc impossible d’obtenir une distribution en taille homogène dans un formalisme sur
réseau rigide. L’expérience montre qu’il est possible que Cn passe par un maximum pour
n > 1 [70] ce que ne peut pas expliquer notre modèle. Mirabella a montré que la prise en
compte d’interactions élastiques dans le modèle énergétique permet d’expliquer la présence
d’un maximum [89].
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. K.2: Evolution de la densité d’amas Cn atomique (noir) et lacunaire C
L
n (vert) avec le taux
de recouvrement (a) et de Cn avec n (b). (a) : n = 1 (pointillé), n = 3 (tireté), n = 10 (continu).
(b) : θ = 0, 25 (cercle), θ = 0, 5 (losange), θ = 0, 75 ( point). T = 500 K, VAA = −92 meV.
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Nous avons montré que la distribution en taille d’amas est décrite par la relation suivante :
Cn = A1 [n] +A2 [n] , (L.1)
où A1 [n] = (1− θ) p2L|La1qn−11 et A2 [n] = (1− θ) p2L|La2qn−12 . Nous voulons étudier la
contribution de A1 et A2 sur Cn.
D’après (1.25) et (6.1) :
q1
q2
=
λ1
λ2
=
S2 +
√
∆1
S2 −
√
∆1
. (L.2)
S2 étant positif,
q1
q2
> 1 et l’atténuation de A2 [n] avec n est plus importante que celle de
A1 [n] quels que soient les paramètres énergétiques du système. En posant x = e
β(−2τ+∆µ),
la relation (L.2) se réécrit :
q1
q2
=
x+ 1 +
√
4x e2βV + (x− 1)2
x+ 1−
√
4x e2βV + (x− 1)2
. (L.3)
Cette relation montre que pour un système (V, τ , T ) donné, q1
q2
ne dépend que de ∆µ. En
dérivant q1
q2
en fonction de x, il est aisé de montrer que q1
q2
est minimal pour x = 1, c’est à dire
pour∆µ = 2τ . Ainsi pour un système donné, la valeur minimal de q1
q2
vaut 1+e
βV
1−eβV en∆µ = 2τ .
Pour le système étudié ici (i.e. T = 500 K, V = −30 meV), q1
q2max
≈ 3. La figure L.1a montre
que q1
q2
est symétrique par rapport à ∆µ = 2τ (i.e. q1
q2
[∆µ = 2τ + y] = q1
q2
[∆µ = 2τ − y]) et
croît lorsque ∆µ s’éloigne de 2τ .
Le rapport A1[n=1]
A2[n=1]
vaut a1
a2
= S0
√
∆1+∆0
S0
√
∆1−∆0 . S0 étant toujours positif, le signe de∆0 détermine
si a1
a2
est supérieur à 1 ou pas. La figure L.1b montre qu’à cette température, a1
a2
> 1 quel que
soit ∆µ. a1
a2
est minimum pour ∆µ ≈ τ et vaut alors 1, 54. Pour τ < ∆µ < 2τ , a1
a2
< 5, ce
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F
. L.1: Evolution de q1/q2 (a) et de a1/a2 (b) en fonction de ∆µ. T = 500 K, V = −30 meV et
τ = 46 meV.
qui indique que A2 a une influence faible mais non négligeable sur la densité de monomères
dans une gamme relativement large en ∆µ.
La contribution de A2 sur la distribution en taille d’amas est négligeable sauf pour les
monomères et les amas de très petites tailles et ce quelle que soit la valeur de ∆µ.
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L’objectif de cette annexe est de déterminer les états de base d’un co-dépôt. Nous utilisons
les équations de la CVM (4.22) écrites de la manière suivante :


C2AL
CAACLL
= e
VAA
kBT ,
C2BL
CBBCLL
= e
VBB
kBT ,
C2AB
CAACBB
= e
2V
kBT ,
CAA
θA
θL
CLL
= e
µA−VAA
kBT ,
CBB
θB
θL
CLL
= e
µB−VBB
kBT .
(M.1)
Les interactions de paires étant attractives, VAA < 0 et lim
T→0
e
VAA
kBT = 0. Donc d’après la
première équation de (M.1), lim
T→0
C2AL
CAACLL
= 0. Une concentration ne pouvant être supérieure
à 1, CAA ≤ 1 et CLL ≤ 1, lim
T→0
CAL = 0.
De même, la deuxième et la troisième équation de (M.1) conduisent à lim
T→0
CBL = 0 et
lim
T→0
CAB = 0. A l’aide du système (4.18), on en déduit :

lim
T→0
θA = lim
T→0
CAA,
lim
T→0
θB = lim
T→0
CBB,
lim
T→0
θL = lim
T→0
CLL.
(M.2)
D’après la quatrième équation de (M.1), lim
T→0
CAA
θA
θL
CLL
= lim
T→0
e
µA−VAA
kBT . Il faut alors distin-
gueur deux cas :
• si µA − VAA < 0, lim
T→0
CAA
θA
θL
CLL
= 0. Or θL
CLL
≥ 1 , ce qui implique lim
T→0
CAA
θA
= 0. De
plus θA ≤ 1 d’où lim
T→0
CAA = 0. Donc d’après (M.2), lim
T→0
θA = 0.
• si µA− VAA > 0, lim
T→0
CAA
θA
θL
CLL
= +∞. Or CAA
θA
≥ 1 , ce qui implique lim
T→0
θL
CLL
= +∞.
De plus θL ≤ 1 d’où lim
T→0
CLL = 0. Donc d’après (M.2), lim
T→0
θL = 0.
De manière équivalente, la cinquième équation de (M.1) permet de montrer que :
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
 µB − VBB < 0⇒ limT→0 θB = 0,µB − VBB > 0⇒ lim
T→0
θL = 0.
(M.3)
Enfin, en combinant la quatrième et la cinquième équation de (M.1) nous obtenons l’équa-
tion suivante : CAA
θA
θB
CBB
= e
(µA−VAA)−(µB−VBB)
kBT conduit à :
 µB − VBB < µA − VAA ⇒ limT→0 θB = 0,µB − VBB > µA − VAA ⇒ lim
T→0
θA = 0.
(M.4)
Tous les résultats obtenus sont synthétisés dans le tableau suivant :
µA − VAA < 0
⇒ lim
T→0
θA = 0
µA − VAA > 0
⇒ lim
T→0
θL = 0
µB − VBB < 0⇒ lim
T→0
θB = 0 lim
T→0
θL = 1 lim
T→0
θA = 1
µB − VBB > 0⇒ lim
T→0
θL = 0 lim
T→0
θB = 1
µB−VBB>µA−VAA
lim
T→0
θB=1
µB−VBB<µA−VAA
lim
T→0
θA=1
T. M.1: Etats de base du co-dépôt
Ainsi dans l’ensemble p-GC, à T = 0 K la chaîne est nécessairement pure en un élément
(A, B ou L).
Lorsqu’il y a une transition de phase pour un système infini, des états inaccessibles à
l’ensemble p-GC sont accessibles à l’ensemble canonique. Or pour un chaîne infinie, il y a
une transition de phase à T = 0K il faut donc étudier en détail les états de base de l’ensemble
canonique.Un état de base correspond à une configuration de plus basse énergie, la liaison
de deux amas conduit à un gain d’énergie, donc il ne peut pas y avoir deux amas. L’état
de base du co-dépôt correspond à l’état de base d’un amas que nous avons étudié en détail
dans la section 3.2.2.1 et correspond à une configuration cœur coquille si |V | < τ et à une
configuration de type Janus si |V | > τ .
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